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Resumo

Inferéncia estatistica, geralmente é realizada com base em aproximacdes por distribuicdes
assintéticas, uma vez que distribuicdes exatas nem sempre estao disponiveis. A inferén-
cia obtida por meio da estatistica da Razdo de verossimilhancas sinalizada, R, que possui
distribuicdo assintética normal padrdao com erro de ordem O(n‘1/2), ditas, inferéncia de pri-
meira ordem, e podem gerar resultados enviesados em pequenas amostras. Uma variante
dessa estatistica é a da Razéo de verossimilhangas modificada, R*, que possui distribui¢cao
assintética normal padrao com erro de ordem O(n~3/?), neste caso, de segunda ordem,
pode ser uma alternativa em pequenas amostras. O objetivo desse trabalho é comparar as
coberturas dos intervalos de confianga usando R e R*, e a amplitude dos intervalos através
de estudos de simulagao sob varios cenarios. Alem disso apresentamos uma aplicacéo a
dados de psiquiatria para ilustrar que esta metodologia € uma alternativa nos casos de
amostras pequenas a moderadas, 0 que sao muito comuns em estudos relacionados a
area da saude.

Palavras-chave: Inferéncia. Log-verossimilhanga. Teoria assintética. Razao de verossimi-
Ihangas Modificada. Intervalos de Confiancga.



Abstract

Abstract We usually make statistical inferences using approaches based on asymptotic dis-
tributions, since exact distributions can be unavailable. Inferences obtained from the sign-
posted likelihood ratio statistics R, which has asymptotic standard normal distribution with
error O(n~'/?), called first order inferences, can produce biased results in the case of small
samples. A variant of this statistics is the adjusted likelihood ratio statistics R*, which has
asymptotic standard normal distribution with error O(n~3/2), called in this case third order,
can be an option in cases of small samples. This work aims at comparing the covers of the
confidence intervals obtained from R with the ones obtained from R* and with the lengths of
the intervals obtained via simulation studies in several scenarios, performing an application
of it with psychiatric data and divulging an alternative methodology in cases from small to
moderate samples, which are very common in studies related to health.

Keywords: Inference; Log-Likelihood; Asymptotic theory; Modified Log-Likelihood; Confi-
dence intervals.
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I Capitulo 1 ——————————

INTRODUCAO

1.1 Introducao

Geralmente, inferéncia estatistica é realizada com base em aproximagodes assintoti-
cas, uma vez que distribuicbes exatas nem sempre estdo disponiveis, funcionando bem em
grandes amostras. Para amostras pequenas e moderadas, a suposicdo de convergéncia
assintotica pode gerar resultados enviesados e a inferéncia obtida pode conduzir a toma-
das de decisdes com erros muito acima do aceitavel.

A estatistica da razao de verossimilhangas, w(0) = 2[¢(9) — ¢(0)], é uma estatis-
tica muito utilizada, mesmo quando néo é claro a convergéncia assintética em distribuicao,
neste caso xg, em que ¢ € a dimensao do vetor de parametros. Uma outra quantidade rela-
cionada utilizada é dada por R() = sign(6 — 0){2[¢(0) — £(0)]}/2, conhecida por razio de
verossimilhangas sinalizada e que tem distribuicdo assintoticamente normal padrdo com
erro de ordem O(n~'/?), que no caso de amostras pequenas a moderadas essa conver-
géncia se torna muito pobre, gerando resultados enviesados.

Varios autores trabalharam para fazer corre¢cdes nessas estatisticas de teste. As
corregbes foram originalmente propostas por Bartlett (1937), que fez uma transformagéao
escalar aplicada a estatistica da razao de verossimilhangas em modelos paramétricos. Mas
a contribuicdo mais importante de Bartlett (1953) para a teoria estatistica, ao introduzir uma
formula para o viés de O(n~!) em estimadores de maxima verossimilhanga no caso iid (ob-
servagdes independentes e identicamente distribuidas) para os modelos uniparamétricos.
Esse resultado foi estendido posteriormente por Cox e Snell (1968) para modelos multipa-
ramétricos, cujos dados ndo sao necessariamente identicamente distribuidos.

Nas ultimas décadas tem sido desenvolvidos diversos métodos que visam a aproxi-
magdes mais precisas com base nas aproximagdes ponto de sela. Dentre as principais re-

feréncias temos os trabalhos de Daniels (1954), Barndorff-Nielsen e Cox (1979), Barndorff-
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Nielsen e Cox (1984), Barndorff-Nielsen e Cox (1989), Cox e Barndorff-Nielsen (1994),
Daniels (1987), Barndorff-Nielsen (1990), Barndorff-Nielsen (1991) e Reid (1988), Jensen
(1992), Kolassa (1994), entre outros.

Em termos estatisticos essas aproximacdes mais precisas foram possiveis devido
a um desenvolvimento das ideias de Fisher (1925), que faz uso de estatistica ancilares
que tem por objetivo complementar as informagdes sobre o parametro quando a estimativa
de maxima verossimilhanga néo é suficiente, abordagem que teve reinicio com os traba-
Ihos de Efron e Hinkley (1978) e, em particular, Barndorff-Nielsen (1980), Barndorff-Nielsen
(1983), Barndorff-Nielsen (1986), Barndorff-Nielsen (1991) com uma equagéao para um p*
e uma estatistica R*(0) = R(0) + R(0) 'log (U(#)/R(0)), que depende de R(f) e de uma
quantidade U () obtida através de derivadas em relagdo ao espago amostral que envolvem
uma estatistica ancilar 7, sendo que R*, possui distribuicao assintética normal padrdo com
erro de ordem O(n~3/%), conhecida como razao de verossimilhanga modificada, que tem
por objetivo melhorar a aproximacao assintética pela normal padrao.

Dentre muitos trabalhos que foram realizados para verificar as vantagens da ra-
zao de verossimilhangas modificada com relagdo a outras metodologias utilizadas para
realizar inferéncias sobre parametros, pode-se citar Reid (1996),Brazzale, Davison e Reid
(2007), que aborda as metodologias de alta ordem para obtengédo de inferéncia no caso
de pequenas amostras, e Brazzale e Davison (2008), que apresenta em varias situagoes a
aplicacao desta metodologia. Podemos citar também o artigo de Cortese e Ventura (2009),
que aplica a teoria assintética de ordem superior em modelo estresse-for¢a, muito utilizado
em engenharia e areas médicas devido a sua ligagdo com a curva Roc, utilizada para tes-
tes de diagnoésticos e também evidenciar a superioridade da metodologia em questao para
pequenas amostras. Os pesquisadores Lozada-Can e Davison (2010), ilustram os calculos
utilizando um ensaio de diluicdo, uma regressdo de modelo Poisson-inflado e uma série
temporal, em que fica clara a superioridade dos resultados obtidos através das estatisticas
modificadas. Lemonte (2010) em sua tese de doutorado apresenta varios resultados envol-
vendo as estatisticas modificadas assim, como diversas aproximacdes para determinacao
da quantidade U sem que haja a necessidade da especificagcdao de uma estatistica ancilar,
que em algumas distribui¢cdes é de dificil obtencao ou até mesmo impossivel, 0 que impos-
sibilitaria 0 uso de R*, sendo a principal referéncia deste trabalho.

As inferéncias podem ser pontuais ou intervalares, geralmente, intervalos de con-
flangca sdo muito utilizados, pois € possivel obter um grau de confianga das inferéncias
obtidas, 0 que ndo ocorre nas estimativas pontuais. Existem varias metodologias que pos-
sibilitam encontrar intervalos de confianga (IC) para 6, como descrito em Brazzale, Davison
e Reid (2007).

O procedimento geral para construcao de intervalos de confianca para um parame-
tro 6 consiste nos seguintes passos:
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i) Obter uma estatistica que também depende de 6, digamos G = G(X, ), mas cuja
distribuicao nao depende de 6;

i1) Através da distribuigdo de GG encontrar a e b tais que P(a < G <b) > 1 — «;

i1i) Define {6 : a < G(x,0) < b} como intervalo (ou regido) de confianga 100(1 — «)%.

A variavel aleatéria G, comumente denominada quantidade pivotal ou pivot, é fun-
damental para o funcionamento do método, e deve depender da amostra por meio de
estatisticas suficientes minimais e ter distribuicdo conhecida.

Geralmente, quando se adota uma metodologia para construgdo dos intervalos de
confiancga, espera-se que ela fornega intervalos com uma cobertura préxima do valor nomi-
nal pré definido, porém metodologias que fornecem uma cobertura maior nem sempre sao
melhores, pois uma forma facil de se obter uma cobertura maior € aumentando a amplitude
do intervalo, mas essa amplitude é usada para indicar a confiabilidade de uma estimativa,
ou seja, um IC pode ser usado para descrever o quanto os resultados de uma pesquisa
sado confiaveis. Portanto, metodologias que resultem num IC menor, € mais confiavel do
que em uma que resulte num IC maior. Assim é desejavel que tenhamos metodologias que
sejam capazes de fornecerem uma maior cobertura dos intervalos, mas com amplitudes
menores.

Diante disso, esta pesquisa tem como principal objetivo obter a estatistica modifi-
cada R* para a distribuicdo exponencial generalizada, bem como, construir intervalos de
confianga para comparar com os obtidos a partir das estatisticas de Wald e R.

No caso das metodologias em estudo, R e R*, ambas convergem assintoticamente
a uma normal padrdo, mas R com erro de ordem O(n~'/?) e R* com erro de ordem
O(n=3/%), assim, espera-se que, para inferéncias obtidas de R*, tenha-se resultados me-
Ihores; isto €, maior cobertura e também uma reducdo na amplitude dos intervalos, pois
isto levara a ganhos nas inferéncias estatisticas, principalmente na area da saude, uma
vez que é comum pesquisas envolvendo pequenas amostras.

Este estudo esta dividido como segue: No capitulo 2 apresentamos a metodologia
contendo alguns aspectos tedricos importantes para desenvolver a pesquisa. No capitulo
3, apresentamos distribuicdo exponencial generalizada com alguns resultados teéricos. No
capitulo 4, apresentamos os resultados das simulagdes de Monte Carlo para as estatisticas
de Wald, R e R*, em que foram comparadas as taxas de cobertura e amplitude dos inter-
valos de confianga para a distribuicdo exponencial generalizada e por fim no capitulo 5,
tem-se uma aplicacdo com os gastos de internagdes em hospitais psiquiatricos do estado
do Parana no ano de 2002/ DATASUS.
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EEEEEES———— Capitulo 2

Metodologia

2.1 Metodologia

Em uma situacdo mais simples, considere uma amostra independente e igual-
mente distribuida (y1, ¥2,...,¥n), com funcdo densidade de probabilidade f(y;0) em
que 0 € um parametro escalar desconhecido, a fungao de log-verossimilhanca é dada por
00) = f} log(f(y::0)), 6 é o estimador de maxima verossimilhanca de 6 e informagao
- 02((6)

06%

As inferéncias para 0 sao, usualmente obtidas, através das estatisticas de (BRAZ-

ZALE; DAVISON; REID, 2007):

observada expressa por j(6) = —

Razéo de verossimilhangas: R(6) = sign (0 — 0){2 (ﬁ(é) — 6(0))}1/2 ~ N(0,1) (2.1)

Escore de Rao s(8) = j(0)/20¢/00 ~ N(0,1); (2.2)

Estatistica de Wald: () = j(6)"/* (6 — 6) ~ N(0,1); (2.3)

Uma importante variacao da razdo de verossimilhancas é conhecida por razao de
verossimilhancas modificada, que é definida da forma

1 U(e)
R*(0)=R(0)+ ———1log | =—= | ~ N(0,1). 2.4
6) = 7(0) + 57105 (g ) ~ V0.1 2.

Se 6 for um vetor de parametros, pode-se reescrevé-lo como 6 = (i, A), tal que
1) seja o parametro de interesse, € A € um vetor formado pelos demais parametros, neste
caso, tratados como parametros de perturbacao ou incbmodo, o que torna mais simples os
céalculos. Caso haja mais de um parametro de interesse, geralmente, estes séo estudados
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um de cada vez. Deste modo tem-se 8 = (zZ, 5\). Fixando v, o estimador de maxima
verossimilhanca restrita sera OAw = (¢, Xw), e a log-verossimilhanga a ser maximizada para
inferir sobre 1 se torna £(1, A,,) = £,(¢). Consequentemente, tem-se

R($) = sign(i — $){2 (6,(0) — ()}, (2.5)
e, portanto,
R*(¢) = R(lq/z) + log <%> , (2.6)

veja, Brazzale, Davison e Reid (2007).

A quantidade R*(¢) fornece intervalos de confianga mais precisos em comparagao
com os fornecidos por R(1)). Para respostas continuas, os intervalos de confianga obtidos
com R* tem erro de cobertura é de ordem O(n‘3/2), enquanto que para R o erro de co-
bertura de ordem O(n~'/?) (LOZADA-CAN; DAVISON, 2010). A estatistica U(v), quando
1 for um escalar, pode ser escrita como

sy PO =600 _r(6) )" o
‘909(9)) ’j,\)‘(é\d,)’lm

Em que ¢y é a matriz da derivadas parciais 0@/86? A expressao (2.7) é invariante para
transformagéao , e pode simplificar muito os calculos analiticos. O numerador do primeiro
fator de U é o determinante da matriz d x d cuja primeira coluna é (¢(8) — ¢(8,))”, o
restante das colunas sao ¢y (6,).

Para amostras de observagdes independentes, ¢ é definido como

)

" 00(0;
o0 =3 2Oy (2.8)
= Oui

0

Y=y

em que y" representa os dados observados,e para respostas continuas, tem-se

-1
(yO’/g\O) Yk 9:50,1/:3/0
com z = {z1(y1,0), 22(y2,0), ..., 2,(yn,0)} em casos continuos.

Férmulas mais simples podem ser encontradas em casos especificos, como nos
modelos discretos da familia exponencial (DAVISON; FRASER DONALD AS E REID, 2006)

modelos em que tem-se
_ OFE (yx; 0)
="

90
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Se 0 é um escalar, entdo =1 e A ndo aparece na expressao. Assim, (2.7) torna-se

_ p(0) — f(ew)j(e)l/z. (2.10)

Outra expressao apresentada por Brazzale, Davison e Reid (2007) para a quantidade U €&

‘5 NG

\/‘J IJAA aw |

-~

UW) = (£50) —€50,) = £, 50,)6,50,). {50

(2.11)

em que
o0l (0) 00(9) 0%0(0) or*(0)
g./\i ~ e}:: 3 g)\./\: ) g)\}:: Tax avy !
v ; OX YOO A (OAOAT)
Alem disso,
. or*(6)

€ Juu (U, A), Jua (¥, ), Jag (¥, X), € 7ax(2, X) s@o submatrizes da matriz de informagéo. No
caso de distribuiées da familia exponencial, pode-se considerar U(8) = j(0)/2(6 — 0).

A seguir apresenta-se as ideias basicas para a construcao de R* a partir de uma
transformagédo que visa melhorar a normalidade assintética e uma férmula p* introduzida
por Barndorff-Nielsen (1983). Mais detalhes destes resultados podem ser encontrados em
Lemonte (2010) e Severini (2000).

2.1.1  Transformagcao Normalizadora

Dada uma amostra com distribuicdo aproximadamente normal, uma transformagao
dos dados pode ser aplicada com o objetivo de melhorar a ordem de convergéncia para
a distribuicao normal (LEMONTE, 2010). Considere uma variavel aleatéria X continua de
ordem O,(1) com densidade da forma

X ~ch () (), (2.12)

em que h tem ordem O(1), e h(0) = 1, ¢(.) denota a densidade de probabilidade da
distribuigdo normal padréo, e ¢ é uma constante talque ¢ = 1 + O(n™1).

Tem-se que h(z/\/n) = 1+0(n"'/?) e, assim, X tem uma distribuigdo normal com
erro de ordem O(n‘1/2). Uma aproximacao para a funcao de distribuicdo de X é

e[ ne/vmoteydr =1 [~ _h(s)Vao(svayds

t/\/n

que pode ser aproximada, segundo Severini (2000), por
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Fult) = af1) — o) VL

com erro de ordem O(n~3/2). Logo, a variavel aleatéria transformada

h(X/y/n)—1
F(x) = 0(x) - o(x) "
é uniformemente distribuida com erro de ordem O(n=?%/2).

Para obter uma variavel aleatéria que é aproximadamente distribuida de acordo
com uma normal padréo, é necessario considerar a transformagao ®'(F,,(X)). Expan-
dindo a fungéo ' em torno do ponto ¢ e avaliando em ¢ + ¢/+/n, tem-se

c 1 o7H(t) 2 ,
+ = — +0(n™%?). (2.13)
s@ v 2o wpn T

Considerando-se a expansdo em série de Taylor do log(1+ w) em torno do ponto

w=0,comw=—cd(t)/ {gb (d)‘l(t)) \/ﬁ} pode-se escrever

Ot +c/\/n) =07 (t) +

) (e (1)’
G@ D)V 20 (071(1)) vi)

log (—c@™'(t)/ {6 (27'(1)) Vn}) = 3 +0(n™?)

assim tem-se

Ot +c/vn) =07 (t) — log [1 —

1
O1(t)

x |10 X
X
X" = X—)lflog h(ﬁ)]’ (2.15)

que é uma transformagao normalizadora de X e, em geral, tem distribuicdo normal padrao
com erro da ordem de O(n=%/2).
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2.1.2 Razao de Verossimilhanga Sinalizada

Expandindo a log-verossimilhanga em série de Taylor em torno de 0, tem-se

E”(HA) R

((0) = ¢(6) +1'(9)(0 —8) + — (0 —0)" + ... (2.16)

truncando no terceiro termo e considerando que E’(A) =0, tém-se
(2(«0) - 16)))"”" = j(6)|@-9) (2.17)
sinal(§ — 0) (2 (1(8) - ¢(0)))"" = j(8)/2@-0), (2.18)

em que j(0) = —0((0)/0000".

A expresséao do lado esquerdo é definida por razdo de verossimilhanca Sinalizada
e do lado direito temos a estatistica de Wald, que segue distribuicdo N(0,1) com erro de
ordem O(n~'/2). Em grandes amostras essas estatisticas se tornam equivalentes.

2.1.3 Razdo de Verossimilhanca Sinalizada Modificada

Uma variacao importante da razdo de verossimilhancas € a razdo de verossimilhan-
cas sinalizada modificada ou, simplesmente, razdo de verossimilhan¢cas modificada dada
por R*(0) = R(6) + R(0)'1og(U(0)/R(0)) conforme Barndorff-Nielsen (1983), obtida
a partir da teoria de ponto de sela e uma quantidade p* condicionada a uma estatistica
ancilar 7, que por definicdo sua distribuicdo ndo depende do parametro, como por
exemplo: se X, Xs,...,X,, éuma variavel aleatéria idd de uma familia de loca-
lizagdo, entdo a estatistica S(X) = X,, — X; é uma estatistica ancilar para o parametro
de localizagcdo. Supondo que a variavel aleatoria pertenca a uma familia de escala uma
estatistica ancilar serd X;/X,,, Xo/X,,, ..., X, 1/ X,

De acordo com Barndorff-Nielsen (1980) e Barndorff-Nielsen (1983), uma aproxi-
macgao para a densidade do estimador de maxima verossimilhanca condicionada a uma
estatistica ancilar = € dada por

~ ~11/2 r i
5 (8],6) = cfj| " elr00m-@0m), (2.19)

em que |j|'/2

denota o determinante da matriz de informacado observada estimada
e c = ¢(@,T) é uma constante normalizadora escolhida de tal forma que a integral de p*
seja igual a um para z € (—oo,o0), para um valor 7 fixo, que geralmente é determinado
numericamente.

Além de ser uma boa aproximagao, a expressao (2.19), possui também algumas

propriedades interessantes, conforme apresenta Lemonte (2010);

i) é invariante sob transformagdes um-a-um dos dados;

i1) é invariante sob reparametrizagées;
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i7i) a constante c é invariante sob reparametrizagdes.

A aproximacao de p(§|9, T) porp*(§|0, T) possui, em geral, uma precisédo de ordem
O(n=3/2), veja Skovgaard et al. (1990). Assim, p(0|6, 1) = p*(8|0, 7){1 + O(n=*/2)}.

Pace e Salvan (1997) demonstram que c(f, ) = (27)*/2{1 — O(n"'}), sendo k o
namero de parametros da distribuicdo, podendo se obter uma aproximagéao para p*(§|9, T)
dada por

o~

p!(6]7:0) = (2m) P2 |j| 110000 ), (2.20)

com erro relativo em relagédo a p* de ordem O(n™1).

2.1.3.1 Casos Uniparamétricos

Nos casos uniparamétricos vamos considerar uma variavel aleatéria tendo distribui-
céo de probabilidade f(x;#) com 6 sendo um parametro desconhecido. A log-verossimi-
lhanga para ¢ dada por ¢(6) = -7 log f(z;; ), a estatistica R pode se escrita como

R(6) = sinal(d — 0){2 (¢(6) — ((6))} ", (2.21)

Primeiro obtém-se uma aproximacéao para a densidade de R com base na férmula
de p*, tomando ¢ = (27)"'/?ccom ¢ = 1 + O(n~"). Assumiu-se, que a estatistica da razao
de verossimilhancas sinalizada € uma fungao de 0 invertivel, e r um valor da estatistica R
para algum valor arbitrario de §. Observe que

(1/2)r% = €(0) — £(0); (2.22)

substituindo em (2.20) mudando a variavel 6 para r, e considerando } uma fungéo de r,
sendo 90/0r o jacobiano da transformagéo de 6 para r.

De (2.22), com £(0) = ((0;0,7) temos 1r(dr/00) = (5(0) — (;(0) e [90/0r| =
|7|/|¢5(0) — ¢5(6)|, observando-se que v/27 ¢(r) = exp(—r?/2). Uma aproximac&o para a
densidade condicional de r é dada por

j2 1

f(r|lT:0) = c—————o(r :
P (r|r:0) \e§<>—e§<9>|¢( ) (2.23)

sendo 6 interpretado como uma funcdo de r. Essa expressao € da forma (2.12) com
h(r/v/m) = 32 |r(/|6;(0) — £5(6)].

Assim, a normalizacao de R é dada por

_pa b AN e e (Y
R —R+Rlog<h<ﬁ>>—R+Rlog<R>, (2.24)

emque U(0) = j(@)_m{fg(@) — (5(0)}, sendo o sinal de U determinado de tal forma que
U/R nunca seja negativo, conforme Barndorff-Nielsen (1991). Outras aproximagdes para
U sao apresentadas em Brazzale, Davison e Reid (2007) e Lemonte (2010).
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2.1.3.2 Casos Multiparamétricos

Nos casos multiparamétricos vamos considerar uma variavel aleatéria tendo distri-
buicao de probabilidade f(x; @) continua com parametros desconhecidos 8 = {0, 6,,...,0,},
denotando a log-verossimilhanca ¢(0) = Y " log f(z;;8). Particionando o vetor dos pa-
rametros @ = (¢, A), tal que v = 6, seja um parametro escalar de interesse e A =
{6, 05, ...,04} serd chamado de vetor de parametros de pertubagdo com dimenséo (d—1).
Seja 0 = (zZ, 5\) o estimador de maxima verossimilhangca do modelo completo, e éw =
(¢, Xw) o estimador de maxima verossimilhanca restrito de € para um valor fixo de .

A estatistica da razdo de verossimilhancas sinalizada para fazer inferéncias sobre

0 parametro ¢ é da forma R(v)) = sinal (i) — 1/;)\/2 (6(67) - E(@p)).

A estatistica da razao de verossimilhangas modificada para o caso multiparamétrico

pode ser obtida de forma semelhante ao caso uniparamétrico, mas agora considerando o
vetor de parametros de pertubacao .
Ay|7; 6
A densidade condicional de R dado T, é dada por p(r|T;8) = M.
P(Ay|r,7;0)

Através de p*(§|r, 0) é possivel encontrar uma aproximagao para a densidade de
p(r|T,0).

A férmula p* da distribuigao condicional de 6 dada uma estatistica ancilar T é dada
C

por p*(8|7,0) = Wml/?exp (6(0) — E(é)). Esta densidade pode ser transformada
m

para aproximar a densidade de (R; S\w% logo,

C

(2m)k/2
Usando o fato de que —r2/2 = ((8) — £(8,,) tem-se

P (r, Xl 0) 13]1/2 exp(€(8) — £L(Ay)) exp(—[() — £(B)]))| T |- (2.25)

c

2
KN e _ Z1/2 %A -r
POAT0) = il esn(t(6) - 48 e () 17

em que | J | denota o determinante do jacobiano da transformagao de 6 para 7.

Nesse caso, torna-se conveniente encontrar |J|~' = d(r, A,)"/d(8), ao invés de
calcular diretamente |J|. Como considera-se - uma fungéo de 6 e diferenciando implicita-
mente —r2/2 = ((8) — ((8,,), tem-se

or 1 ~ ~ or 1 ~ .
00 (650) - 560) e 5= (6:(0) — 5(6,)). (2.26)
lembrando que |J~!| = |J|7!, em que
or  or ]
o OX
J 1=
L Oy oA |
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Os demais termos de J !, ou seja, 05\5/812 e 85\5/05\ podem ser obtidos através
da equagao de verossimilhanga utilizada para determinar qu. Assim, 5(0;8) = {0}, em
que {0}xx1 denota uma matriz nula com & linhas e 1 coluna. Diferenciando ¢ em relagéo a
QZ e \, e usando a regra da cadeia, é possivel mostrar que

XL . _ Xt _
65 = ja(0s) 71, 5(0y) e 85 = Jjan(0s) 7, 5(6,)
em que Jan = —/xx representa a sub-matriz da informacéao observada de A (BARNDORFF-

NIELSEN, 1991; COX; BARNDORFF-NIELSEN, 1994).
Substituindo em J !, tem-se

; o LR -~ 1/2
u | = /‘J,\,\()\w)l/zl ‘ J ’ :
é)\;b\()‘w)
logo
P~ ()12 ~ —r?
P (r, Ay|T;0) = oL |~7M(u¢)| exp{£(0)—£(8,)} exp [21 (2.27)

Para o modelo em que ¢ é fixo, pode-se usar p*(X¢,|r, T;0) para obter uma aproxi-
magcao para a densidade condicional de XZ, dado r e 7 . Segundo Cox e Barndorff-Nielsen
(1994) essa aproximacao é expressa como

p(AylT,0) = MUM(@)W? exp{£(0) — £(0,)}, (2.28)
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em que ¢, = 1 4+ O(n™'). Assim, as aproximagoes P*(S\w’Ta ) e p*(r, Xw\r; ) conduzem
a uma aproximagao da densidade condicional de R dado T da forma

¢(r)

que é da forma (2.15), com h(r/\/n) = r/u, em que u = u(r). Logo, a estatistica da razdo

. p* r,j\ ;0 c 1 7 cr
p(rime) = LOXTO € Lr_or
pr(AylTi0)  Cp(2m)Tu Cyu

de verossimilhangas modificada é

R*(6) = R(0) + R(lo) log (ggg;) | (2.29)
em que
(5(0) — £5(6y) e
U= / (i @] [3). 2:30)

&5(91/»)

Intervalos de confianga para o parametro de interesse utilizando as quantidades R
e R* séo obtidos resolvendo equagdes do tipo R(y)) = ®(1 — a) ou R*(¢) = (1 — «),
em que « é o nivel de significancia, o que ndo é de facil solu¢cdo e geralmente esses
intervalos sédo obtidos por meio de uma interpolacédo. Pode-se observar na equacao (2.29),
quando 0 = 0, que R(A) = 0 Em geral, a curva de R* possui uma assintota vertical, o
que gera alguns problemas para obtencéo dos intervalos pela interpolagdo. Para contornar
isso Severini (2000) sugere que a curva de R* seja interpolada, limitando |R| > 0.1 e
utilizando-se aproximadamente 30 pontos.

2.2 AproximacoOes para o ajuste de Barndorff-Nielsen

Mesmo R*, proposto por Barndorff-Nielsen (1983), sendo uma melhoria para R,
existe em muitos casos, que nao pertencentes a familia exponencial ou a modelos de
transformagéo (localizagcdo e escala) uma grande dificuldade para determinar uma esta-
tistica ancilar 7 para obtencao das derivadas com relagdo ao espagco amostral de modo
ainda que (5, T) seja suficiente, isto é, estatisticas que guardam toda a informacéo que
a amostra contém sobre o pardmetro que possibilitam o resumo dos dados sem perda
de informacado sobre 0. Para amenizar esta dificuldade, muitos autores como DiCiccio e
Martin (1993), Skovgaard (1996), Severini (1999) e Fraser, Reid e Wu (1999), tem suge-
rido algumas aproximagdes para a quantidade U(v’) que ndo requerem a determinagéo
de uma estatistica ancilar, mas em alguns casos geram um prejuizo quanto a ordem de
convergéncia, para mais detalhes veja Severini (2000) e Lemonte (2010).

2.2.1 Aproximacéao de DiCiccio-Martin

No caso de parametros ortogonais, isto é, £/ (826(0)/8¢8)\T> = 0ix(4—1), O que
resulta em uma matriz de informacédo de Fisher bloco diagonal, a aproximacgao sugerida
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por DiCiccio e Martin (1993), denotada por Rj, € obtida aproximando U por

. 1/2 < 1/2
=T (0,)] L (6)

Uo(¢) = £y(6y — — ,
7(6) ’UQIwzp(ew)l/z

em que (,; é a derivada com relacdo ao parametro de interesse, J e I representam a
informacéao de Fisher observada e esperada, respectivamente.

Quando o parametro de interesse é um escalar € sempre possivel obter uma para-
metrizacdo ortogonal, segundo Cox e Reid (1987) e Cox e Reid (1993), mas as resolugcdes
das equacbes diferenciais necessarias nem sempre sao triviais, de acordo com Lemonte
(2010).

2.2.2 Aproximacdes de Skovgaard e Severini (1999)

Uma aproximacao para R* é R, apresentada por Severini (1999), em que as deri-
vadas relagdo ao espago amostral em U, aproximado por U sdo dadas por

15(6) = Q(6;0)1(6;6)"7(6),
15(6)=Q(6:0)1(6:6)"'J(9),
lo5(0) = 1(6;0)7'1(6:6)"7(0),

com Q(0:0) = 3> (V(0)(Y(8) e 1(6;8) = > (5(6)(Y(8)", em que (¥)(8) & a log-
=1 =1

verossimilhanga calculada no j-ésimo elemento da amostra.

2.2.3 Aproximagéo de Fraser-Reid-Wu

Neste caso, uma aproximagcao R* para R* € realizada substituindo U por U, em
que as derivadas com relagéo ao espag¢o amostral sdo aproximadas por

050) =,V (¢OV) " 1(0) e 1,50)=Llo,OV(LOV) 1),

. — * T
—0F(y1;0)/00 8F(yn,0)/391 ; F(.), f(.) s@o as funcdes de

flyi:0) 77 [y 0) g
densidade acumulada e de probabilidade, respectivamente; J é a matriz de informacao

emquef/:[

observada e /,(-) = 0/(-)/0y é a derivada em relagdo aos elementos da amostra.

De acordo com Fraser, Reid e Wu (1999), R* € melhor aproximada por R*, pois
U* = U* 4+ 0,(n"%?), logo R* = R* + O,(n"*?), enquanto Uy = U + O,(n"") conforme
DiCiccio e Martin (1993) e U = U + O,(n~') segundo Severini (1999).

Mais detalhes sobre estas aproximacdes podem ser encontradas em Severini (2000)
e Lemonte (2010).
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Distribuicao Exponencial Generalizada

3.1 Distribuicao Exponencial Generalizada

A distribuicdo exponencial generalizada de dois parametros denotada por EG, foi
introduzida por Gupta e Kundu (1999) com funcgéo de distribuigdo F(x; 5, \) = (1 — e™**)?,
em que J, A,z > 0, sendo \ o parametro de escala e 6 o parametro de forma.

A funcao densidade de probabilidade da EG é dada por
fz;6,0) = 6A(1 — e )7 g2, (3.1)

A seguir, é apresentado o comportamento da distribuicdo EG para alguns valores dos
parametros de escala e forma. Note que EG(1, \) representa a distribuicdo exponencial
com parametro de escala \.

30
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|
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Figura 1 — Comportamento da distribuicdo EG para diversos valores dos parametros.
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A distribuicdo EG(d, \) pode ser usada de forma satisfatéria em andlise de dados
de sobrevivéncia, particularmente, no lugar das distribuicbes Gamma e Weibull biparamé-
tricas, por possuir uma maior flexibilidade na acomodagédo dos dados cuja caracteristica
aumentar ou diminuir a taxa de falhas, o que ndo ocorre com a distribuicdo exponencial
que possui taxa de falha constante.

3.1.1 Funcdes de Risco e Sobrevivéncia

As fungdes de sobrevivéncia e de risco, associadas a EG séo

S(z;0,\) =1 — (1 —e )9,

o f@a ) A — ety e
h(x757 A) - 1 — F(x,é, )\) - 1— (1 - 6_>\$>6

sendo que a forma da funcéo taxa de falhas ndo depende do parametro .

Para um valor fixo de A, a funcdo taxa de falhas é crescente parad > 1;de0a \, e
decrescente para § < 1, de oo a A; para § = 1, a fungdo de risco, assim como no caso da
exponencial, é constante e igual a A\, conforme a Figura 2.

0w

01 01 0t 0t Ot
i

WNROO

Figura 2 — Fungao taxa de falhas para A = 2.5e 6 = 0.3; 0.8; 1; 2; 3.

3.1.2 Quantis, Mediana e Moda

Pode-se definir uma fungédo para os quantis, por meio da fungdo acumulada iso-
lando X em fungdo de ¢ = F(z,6,\) e, assim, tem-se X, = —(1/))log (1 —ql/‘;).
Para gerar amostras aleatérias, basta considerar uma amostra aleatéria da distribuigao
uniforme, ¢ ~ U(0,1), e encontrar os respectivos valores de X,. O tempo mediano de
vida pode ser calculado substituindo ¢ = 0.5, assim X,,.q = —(1/A)log (1 - 0.51/5). Se
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d > 1, a moda pode ser obtida resolvendo a equacéo Jf(z;9, A\)/0xz = 0, em que se tem
Xinod = 1Og(6)/)\

3.1.3 Funcéo Geradora de Momentos

Por definicdo, M(t) = E(e*Y)), assim, tem-se

00 [os] J—
M(t) = E(e") = / e f(x; 6, \)da = / (5)\(1 — e_’\z)( 1)eme_’\”:dav, (3.2)
0 0
considerando y = ¢(™**) = dy = —\y dr e x = —log(y)/)\, observa-se também que se
r=0=y=1ex — oo =y — 0 substituindo em (3.2), ap6s algumas simplificacdes,
tem-se que
1 t
M(t) = 5/ (1—y)" 'y rdy. (3.3)
0
Pela definigdo da fungéo Beta
! e T(0)L(s)
Bl(r, :/ 1— )t = V) 3.4
(rs)= [ (-1 Tt s (3.4)
pode-se observar que
M(t) = 0B(1—1t/\0)
F(1—4H)re r(1-4)r@+1
:5< A)(): (-F)r ); t< A, (3.5)

I(1-4+9) r(1-4+9)

em que ['(t) = /Oo r'~'e~*dx, fazendo uso da propriedade 6I'(0) = I'(§ + 1).
0

3.1.4 Meédia e Variancia

Calculando a primeira e segunda derivada de log(M(t)) em t = 0, obtemos o
primeiro € 0 segundo cumulante, que sdo a média e a variancia, respectivamente. Assim
1

B(X) = 5 (03 +1) = (1), (3.6)
em que ¢¥(x) = aloga(l;(x)) = I;((f)) é a funcéo digama.
A variancia pode ser obtida do calculo do segundo cumulante, assim
1
Var(X) = 5 (¢/(1) = /(5 + 1)), (3.7)

em que v/(.) é a fungdo trigama.

Se ¢ for conhecido, pode-se obter uma estimativa para A através de (3.6), uma vez
que 3 = (1/) (45 + 1) — (1)), emque X = (=) 1, X,

O coeficiente de variacdo ndo depende do parametro de escala A, pois, por defini-
¢ao,

oy o _ W) -ve+1)

i @O — () (5:8)
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3.1.5 Estimadores de Maxima verossimilhanca

Considera-se a estimagado de § e A, ambos desconhecidos. Se {zy, %2, ... =,} é
uma amostra aleatéria a partir de EG(d, \), entdo a verossimilhanca é dada por

n n

L((S, /\) = H f(x“é’ /\) — Hé/\ (1 . ef)‘zi)éil(a*)\x“

=1 =1
e, assim, a funcao de log-verossimilhanca é

0(0,\) = nlog(d) + nlog(A) + (6 — 1) znjlog(l — M) — )\zn::ci. (3.9)
i=1 i=1

Diferenciando (3.9) em relacao aos parametros, as equac¢des normais se tornam

o) o I
e
a£<57 )\) n n xe—)\xi n
— —+(1— —_— — ; = 0. A1
5 0 = L+ ( 5);1_649“ ;xl 0 (3.11)

A partir de (3.10), o estimador de 6 como uma fungao de \, diga-se S(A), é

- -n

S(\) = — . (3.12)
> log(1 — e=2#)
i=1

Para obter ), basta substituir (3.12) em (3.10) e resolver a equagao resultante através de
algum método numérico.

3.1.6 Intervalo de Confianca

Supondo que § seja o parametro de interesse e \ o de perturbagao, e ainda, de-
compondo 8 = (), §) com a notagdo 8 = (X, 4) e 65 = (\s,0), a razdo de verossimilhangas
Sinalizada pode ser escrita como R(d) = sinal(d — 6){2 (E(X, &) — (N, 5))}1/2, em que
As € o valor estimado de \ para um valor ¢ fixo.

O intervalo de confianga para o parametro ¢ pode ser obtido de R(d), considerando
que essa estatistica possui distribuicdo assintética normal padrao com erro O(n~'/2).

Como alternativa, pode-se fazer uso da razao de verossimilhancas modificada, que
depende da razao de verossimilhangas sinalizada e de uma quantidade U(§) como segue

R*(8) = R(5) + Rga) log (gg;) | (3.13)
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com

U(5) = %(i) 6 7’;96 ‘/\m [l (3.14)

em que (4(8) = 00(8)/00, (, 5(8) = 0*((8)/000), jx\(05) é o bloco da matriz de
informagéo em relacdo a ), sendo (@) = L(6,\, ) e T € uma estatistica ancilar tal que
(5, 3\, T) seja suficiente. Como a estatistica ancilar ndo se obtém facilmente, pode-se usar
aproximacgoes para obter as derivadas com relagcdo ao espago amostral. Neste caso, para
a distribuicao EG, adotou-se a aproximacao sugerida por Fraser, Reid e Wu (1999), que
fornece uma aproximagao R* para R*, com erro de ordem O(n=3/?%).

3.1.7 Razao de verossimilhancas Modificada para EG

As aproximacdes necessarias para obtencao das derivadas com relagdo ao espaco
amostral utilizadas na construgdo de R* para a distribuicdo EG conforme visto na segéo
2.2.3 sao

(1-— eiiyl) log(1 — eiiyl)exyl 0 |
_ 2 A
V= : A (3.15)
(1-— e‘iy") log(1 — e_iy")eiy” Un
L ) A
(6= 1D)AelHAwn) (6 — 1)Ae(—792) (5 — 1)Ae(Awn)
ly(0) = ( T o N e M @18)
o) 02(0) ()
000y1 96 0y 06 Oyn
loy(0) = ) (3.17)
820(0)  824(6) 26(0)
OXOy1  OXOy2 O\ Oyn
006) N 9UB) (=0 —1+ydd —aN)e Wi 4 5e N 41
com = -
000y;  1—e M’ INJy; (—1 + ewi) ’
ei=1,...,n.

A matriz de informacao observada J é

n n yieﬂ\yi
42 =11 —e i
J(0) = yie i n nooy2e

Y T oy M T
igl—e‘Ayi /\2+( )7;;1 (1*67)‘%)
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Resultados das Simulacoes

4.1 Intervalos de confianca para o parametro ¢

Para comparar as estatisticas de Wald, R e R*, foram geradas 10000 amostras aleatérias
por meio da transformacao inversa para a distribuicdo EG, em que considerou-se o parametro de
escala como conhecido e fixo, A = 1, e variando o parametro § = 0.8, 1.5 e 2, e com tamanhos
amostrais de n = 5, 10, 20, 30, 50, 100, para os niveis 95% e 99% de confianca.

Foram realizados testes de hipéteses sob Hy : 6 = 0.8; 1.5 com objetivo de comparar a
normalidade das estatisticas de teste. Foram construidos graficos "Quantil x Quantil" para uma
visualizacdo da convergéncia assintética para distribuicdo normal padrdo. E, ainda, obteve-se os
intervalos de confianca usando trés estatisticas e verificou-se as taxas de cobertura, amplitudes
médias destes intervalos e as taxas de ndo coberturas a direita e a esquerda, bem como, os coefi-
cientes de variacao para amplitude média dos intervalos.

Para isso foram utilizadas rotinas do Software R Core Team (2015) com a procedure Fra-
ser.Reid (Davison, 2009), disponivel no site http://statwww.epfl.ch/AA, que gerou resultados das
aproximagoes de Fraser, Reid e Wu (1999) para R* da distribuigao EG.

A seguir sdo apresentados graficos e tabelas dos resultados da distribuicao das estatisticas
de teste, coberturas dos intervalos de confianca e as amplitudes médias dos intervalos com os
respectivos coeficientes de variacdo para a amplitude das estatisticas Wald, R e R*.



Capitulo 4. Resultados das Simulagbes 30

Estatistica de Wald Estatistica R Estatistica R*
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Figura 3 — Distribuicdo das estatisticas de Teste para as metodologias em estudo para
n = 5;15;30, 6 = 0.8 e nivel significancia de 5%.
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Figura 4 — Distribuicdo das estatisticas de Teste para as metodologias em estudo para
n = 5;15; 30, 6 = 1.5 e nivel significancia de 5%.

Pode-se verificar através dos graficos, para § = 0.8 e § = 1.5, que para pequenas amostas
a estatistica de Wald nao possui normalidade, R possui uma distribuicdo "normal" mas deslocada
para direita, ou seja, com uma média diferente de zero, enquanto R* tem a melhor convergéncia
para a normal padréo. A medida que aumenta-se o tamanho da amostra, as estatisticas em estudo
tendem a normal padrao, mas com vantagem clara para R*, evidenciando assim ser uma estatistica
mais precisa, ou seja, menos sensivel ao tamanho da amostral.
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Tabela 1 — Cobertura dos intervalos de confianga e amplitude média dos intervalos com seus coeficientes

de variacdo para A = 1 e § = 0.8, 1.5, 2 com nivel significancia de 5% e 1% .

Méto- 0=08
n dologia IC 95% ' IC 99% '
Cobertura Amplitude CV Cobertura Amplitude CV
w 0.9754; (0.0000; 0.0246) 61.1138 | 0.00654 0.9888; (0.0000; 0.0112) 35.3802 | 0.00606
5 R 0.9020; (0.0906; 0.0074) 4.8747 | 0.00022 0.9738; (0.0252; 0.0010) 6.4335 | 0.00019
R* 0.9454; (0.0304; 0.0244) 3.9933 | 0.00024 0.9864; (0.0058; 0.0078) 5.3597 | 0.00021
w 0.9708; (0.0000; 0.0292) 1.9463 | 0.00027 0.9870; (0.0000; 0.0130) 2.5754 | 0.00025
10 R 0.9330; (0.0558; 0.0112) 1.9974 | 0.00016 0.9810; (0.0162; 0.0028) 2.7373 | 0.00015
R* 0.9538; (0.0232; 0.0232) 1.7923 | 0.00016 0.9872; (0.0072; 0.0056) 2.4683 | 0.00015
W 0.9630; (0.0028; 0.0342) 1.0506 | 0.00009 0.9928; (0.0000; 0.0072) 1.3985 | 0.00008
20 R 0.9412; (0.0408; 0.0180) 1.0805 | 0.00009 0.9866; (0.0108; 0.0026) 1.4679 | 0.00009
R* 0.9494; (0.0240; 0.0266) 1.029 | 0.00009 0.9924; (0.0044; 0.0032) 1.3985 | 0.00008
W 0.9604; (0.0090; 0.0306) 0.811 | 0.00006 0.9894; (0.0000; 0.0106) 1.0603 | 0.00006
30 R 0.9462; (0.0378; 0.0160) 0.8254 | 0.00006 0.9884; (0.0080; 0.0036) 1.0925 | 0.00006
R* 0.9534; (0.0236; 0.0230) 0.7996 | 0.00006 0.9888; (0.0046; 0.0066) 1.0589 | 0.00006
W 0.9552; (0.0124; 0.0324) 0.5951 | 0.00004 0.9914; (0.0004; 0.0082) 0.7872 | 0.00004
50 R 0.9476; (0.0320; 0.0204) 0.6009 | 0.00004 0.9898; (0.0080; 0.0022) 0.8008 | 0.00005
R* 0.9510; (0.0226; 0.0264) 0.5899 | 0.00004 0.9904; (0.0052; 0.0044) 0.7863 | 0.00005
w 0.9512; (0.0202; 0.0286) 0.4092 | 0.00003 0.9908; (0.0012; 0.0080) 0.537 | 0.00003
100 R 0.9462; (0.0332; 0.0206) 0.4111 | 0.00003 0.9896; (0.0056; 0.0048) 0.541 | 0.00003
R* 0.9482; (0.0270; 0.0248) 0.40737 | 0.00003 0.9906; (0.0040; 0.0054) 0.536 | 0.00003
=15
W 0.9734; (0.0000; 0.0266) | 341.0793 | 0.00367 0.9872; (0.0000; 0.0128) | 460.5332 | 0.00310
5 R 0.8906; (0.1006; 0.0088) 9.1626 | 0.00016 0.9687; (0.0300; 0.0014) 11.7634 | 0.00015
R* 0.9478; (0.0264; 0.0258) 7.6383 | 0.00018 0.9810; (0.0080; 0.0110) 9.9263 | 0.00017
W 0.9698; (0.0000; 0.0302) 4.8842 | 0.00036 0.9894; (0.0000; 0.0106) 7.0666 | 0.00061
10 R 0.9310; (0.0590; 0.0100) 4.4342 | 0.00013 0.9780; (0.0206; 0.0014) 5.9798 | 0.00013
R* 0.9496; (0.0258; 0.0246) 3.8858 | 0.00014 0.9842; (0.0072; 0.0086) 5.2692 | 0.00014
W 0.9698; (0.0000; 0.0302) 2.3482 | 0.00010 0.9870; (0.0000; 0.0130) 3.1132 | 0.00011
20 R 0.9454; (0.0412; 0.0134) 2.4426 | 0.00009 0.9866; (0.0110; 0.0024) 3.3133 | 0.00010
R* 0.9554; (0.0216; 0.0230) 2.2906 | 0.00009 0.9906; (0.0038; 0.0056) 3.1098 | 0.00009
w 0.9608; (0.0052; 0.0340) 1.7606 | 0.00008 0.9886; (0.0000; 0.0114) 2.3062 | 0.00008
30 R 0.9436; (0.0384; 0.0180) 1.8105 | 0.00008 0.9898; (0.0082; 0.0020) 2.42 | 0.00008
R* 0.9482; (0.0248; 0.0270) 1.7361 | 0.00008 0.9914; (0.0044; 0.0042) 2.3232 | 0.00008
w 0.9632; (0.0102; 0.0266) 1.2807 | 0.00005 0.9902; (0.0002; 0.0096) 1.6755 | 0.00005
50 R 0.9474; (0.0366; 0.0160) 1.3017 | 0.00005 0.9902; (0.0072; 0.0026) 1.7233 | 0.00005
R* 0.9540; (0.0240; 0.0220) 1.2705 | 0.00005 0.9916; (0.0036; 0.0048) 1.6825 | 0.00005
w 0.9568; (0.0116; 0.0316) 0.8614 | 0.00004 0.9878; (0.0008; 0.0114) 1.1294 | 0.00004
100 R 0.9486; (0.0300; 0.0214) 0.868 | 0.00004 0.9900; (0.0070; 0.0030) 1.1445 | 0.00004
R* 0.9514; (0.0220; 0.0266) 0.8576 | 0.00004 0.9882; (0.0056; 0.0062) 1.13104 | 0.00004
6=2

W 0.9703; (0.0000 ; 0.0297) | 315.0081 | 0.00302 0.9874; (0.0000; 0.0126) | 393.5137 | 0.00379
5 R 0.8964; (0.0960; 0.0076) 11.4357 | 0.00013 0.9756; (0.0240; 0.0004) 14.61056 | 0.00012
R* 0.9413; (0.0281; 0.0305) 9.6328 | 0.00016 || 0.9780; (0.0038;00.018) | 12.26198 | 0.00015
W 0.9663; (0.0000; 0.0337) 7.9932 | 0.00051 0.9816; (0.0000; 0.0184) | 10.15386 | 0.00054
10 R 0.9228; (0.0650; 0.0122) 6.1548 | 0.00012 0.9822; (0.0140; 0.0038) | 7.920989 | 0.00011
R* 0.9417; (0.0274; 0.0309) 5.4007 | 0.00013 0.9828; (0.0046; 0.0126) 6.97835 | 0.00012
w 0.9667; (0.0000; 0.0333) 3.4166 | 0.00011 0.9852; (0.0000; 0.0148) 4.48133 | 0.00013
20 R 0.9425; (0.0447; 0.0128) 3.4879 | 0.00009 0.9856; (0.0120; 0.0024) | 4.628728 | 0.00009
R* 0.9513; (0.0246; 0.0243) 3.2405 | 0.00009 0.9872; (0.0064; 0.0064) 4.321421 | 0.00009
w 0.9621; (0.0006; 0.0373) 2.5226 | 0.00008 0.9864; (0.0000; 0.0136) 3.35107 | 0.00009
30 R 0.9393; (0.0431; 0.0176) 2.5956 | 0.00008 0.9872; (0.0102; 0.0026) | 3.506255 | 0.00008
R* 0.9493; (0.0248; 0.0260) 2.4766 | 0.00008 0.9894; (0.0054; 0.0052) 3.347255 | 0.00008
W 0.9623; (0.0074; 0.0303) 1.821 | 0.00006 0.9886; (0.0000; 0.0114) | 2.405658 | 0.00006
50 R 0.9489; (0.0345; 0.0166) 1.8579 | 0.00006 0.9868; (0.0092; 0.0040) 2.489153 | 0.00006
R* 0.9537; (0.0238; 0.0226) 1.8075 | 0.00006 0.9890; (0.0054; 0.0056) | 2.422448 | 0.00006
W 0.9558; (0.0130; 0.0312) 1.2249 | 0.00004 0.9898; (0.0010; 0.0092) | 1.606308 | 0.00004
100 R 0.9484; (0.0316; 0.0200) 1.2367 | 0.00004 0.9892; (0.0070; 0.0038) 1.633325 | 0.00004
R* 0.9496; (0.0244; 0.0260) 1.2203 | 0.00004 0.9912; (0.0040; 0.0044) | 1.611687 | 0.00004

1 0s valores entre parénteses séo as taxas de ndo cobertura nas respectivas laterais dos intervalos.
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Pode-se observar pela Tabela 1 que a estatistica de Wald para pequenas amostras apre-
sentou coberturas acima do valor nominal, mas com resultados ruins quanto a amplitude dos inter-
valos. Observe que paran = 5, a = 0.05 e 6 = 0.8, a cobertura chega 98% (com uma amplitude
de 68) contra de 90% para R (com uma amplitude 4.9) e 94.5% para R* (com amplitude média de
3.99) com praticamente o mesmo coeficiente de variagéo.

Pode-se observar também que a medida que o tamanho da amostra aumenta, os resul-
tados tornam-se cada vez mais semelhantes, como era esperado. Por exemplo, para n = 100,
a = 0.01 e § = 2, os resultados sdo praticamente os mesmos, mas com uma pequena vanta-
gem para R*. Outro fato a ser observado sdo as taxas de nao cobertura laterais que mesmo para
pequenas amostras, R* apresentam-se melhor distribuidas em torno do intervalo, evidenciando as-
sim um melhoramento no viés da estatistica R ocasionado pela assimetria comum para pequenas
amostras.

4.1.1 Discussoes

Os resultados obtidos para a distribuicdo da estatistica de teste para os testes de hipote-
ses simulados deixam evidentes o melhor desempenho da estatistica da razéo de verossimilhanga
modificada mesmo quando o tamanho da amostra é pequeno. A estatistica de Wald nestes casos
tem um desempenho muito ruim quanto a convergéncia assintotica para a normal padrao, como
era esperado, mostrando-se muito sensivel ao tamanho da amostra, enquanto R apresentou dis-
tribuicbes com deslocamento para a direita, 0 que tem como consequéncia tomadas de decisdes
incorretas, uma vez que a regido de aceitacao encontra-se deslocada em relacao a distribuigcdo nor-
mal padrao, ao mesmo tempo em que R* tem uma maior aderéncia a distribuicdo normal padrao
em todos os casos analisados evidenciando ser uma estatistica muito Util em situagdes onde ha
amostras pequenas e moderadas.

Quanto aos intervalos de confianga pode-se verificar que para amostras pequenas a cober-
tura dos intervalos de confiangca para estatistica de Wald foi maior, mas com uma amplitude muito
superior as demais estatisticas, mostrando ser uma estatistica imprecisa para pequenas amostras,
no entanto, a medida que o tamanho da amostra aumenta, essa amplitude diminui, mas podemos
observar que R* em todos os cenarios teve uma taxa de cobertura superior a de R com intervalos
de menores amplitudes, evidenciando a superioridade de R* em relacido as demais estatisticas, re-
sultados estes que corroboram com outros estudos divulgados e que serviram de referéncias para
o desenvolvimento desta pesquisa.
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IEEEsesss—————— Capitulo 5  —————————

Aplicagcao

5.1 Aplicacao

Apresentaremos os intervalos de confianga obtidos através de R, R* e da estatistica de
Wald utilizando um banco de dados disponibilizado pelo sistema de informatica do sistema Unico de
saude (DATASUS). Os dados representam gastos anuais de internagdes hospitalares de pacientes
com problemas psiquiatricos no ano de 2002, dividido em gastos com pacientes do sexo feminino
e sexo masculino, em diversos hospitais do estado do Parana. Os dados estdo apresentados na
Tabela 2.

Tabela 2 — Distribuicdo dos gastos com internagdes hospitalares (em milhdes de reais) no ano de
2002 em hospitais psiquiatricos no estado do Parana.

Hospital Masculino Feminino
1 1.240.709,18 209.096,46
1.323.144,38 781.252,74

3 940.217,89 526.587,18
4 1.862.117,30 569.384,94
5 451.618,58 228.523,68
6 134.622,90 50.358,60
7 497.773,44 | 1.084.148,16
8 2.718.314,50 | 1.604.164,40
9 1.265.812,38 | 1.139.890,46
10 565.670,70 174.921,90
11 353.705,56 323.441,65
12 150.421,62 47.022,44
13 100.105,11 63.879,51
14 233.582,70 143.925,00
15 2.344.835,75 845.245,40
16 1.017.696,96 501.916,34
17 1.615.720,00 600.135,74

Fonte: Departamento de informatica do sistema Unico de salde (DATASUS).

Utilizamos a distribuicdo EG para ajustar os dados da Tabela 2 e pode-se observar por
meio da Figura 5 que é razoavel a suposi¢do de que os dados seguem distribuicdo EG, apesar de
termos um ponto discrepante.
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Figura 5 — Comportamento dos Gastos com internac¢des hospitalares.

Para a obtencao de R*, as derivadas com relagdo ao espago amostral foram aproximadas
da mesma forma que no estudo de a simulacao anterior. Também, neste caso, utilizamos a fungéo
Frazer.reid do software R, utilizada dentro das simulacdes. Os resultados foram obtidos em 2 cena-
rios, para amostras sorteadas aleatoriamente do banco de dados com n = 5, 10 e o banco de dados
completo n = 17, com o objetivo de verificar o comportamento das metodologias em questéo.

Os resultados estao apresentados nas Tabelas 3 e 4.

Tabela 3 — Intervalos de confianga para 6: Sexo Feminino

Parametro IC(5, 95%)
n | Método 5 | se Li | Ls [ Amplitude CV
5 R 0.738688 | 0.414968 | 0.216036 | 2.013592 | 1.797556 | 0.561763
R* 0.561911 | 0.343529 | 0.147499 | 1.646827 | 1.499327 | 0.611358
10 R 1.200378 | 0.507447 | 0.490659 | 2.600493 | 2.109834 | 0.422739
R* 1.037252 | 0.457436 | 0.407220 | 2.316704 | 1.909484 | 0.441008
17 R 1.23672 | 0.404898 | 0.62724 | 2.27297 1.64573 0.32740
R* 1.13496 0.38077 | 0.56578 | 2.11490 1.54912 0.33549
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Tabela 4 — Intervalos de confianga para §: Sexo Masculino

Parametro IC(9, 95%)
n | Método 0 se Li Ls Amplitude CV(9)
R 1.516883 | 0.94929 | 0.390069 | 4.65506 | 4.264986 | 0.625818
> R* 1.101238 | 0.746838 | 0.251869 | 3.684710 | 3.432841 | 0.67817
10 R 1.122411 | 0.475924 | 0.459245 | 2.447101 | 1.98786 | 0.424019
R* 0.968248 | 0.424968 | 0.382035 | 2.174913 | 1.792878 | 0.438904
17 R 1.37892 | 0.45998 | 0.69114 | 2.567127 | 1.875987 | 0.33358
R* 1.26084 | 0.43093 | 0.621780 | 2.38334 | 1.76156 | 0.34178

Como se pode observar nas Tabelas 3 e 4, em todas amostras as amplitudes dos intervalos
obtidos por meio de R* sdo menores do que aqueles obtidos por meio de R e os valores das
amplitudes para as amostras de tamanho 5 e 10 estdo mais préximos do valor obtidos quando
usamos o banco de dados completo, indicando uma maior precisdo dos resultados. Como média é
diretamente proporcional ao parametro § conforme 3.6 isto nos permite a obter planejamentos mais
assertivos dos gastos com os internamentos.

5.1.1 Consideracgodes finais e estudos futuros

Pode-se verificar que a normalidade assintética € mais rapidamente atingida por R*, como
previsto em teoria, e os intervalos de confiangca possuem uma cobertura muito préxima do valor
nominal, assim como uma amplitude inferior as demais metodologias estudadas, o que é desejavel,
uma vez que, indica uma maior precisao dos resultados, o que torna R* muito eficiente para estu-
dos quando o tamanho da amostra é pequeno ou moderado, muito comum nas areas de salde e
Bioldgicas.

Todos os resultados aqui obtidos foram realizados considerando apenas os parametros da
distribuicdo EG. Como sugestédo para estudos futuros pode-se verificar o desempenho de R* sobre
a razdo entre médias e verificar o desempenho de R* na presenga de covariaveis, tanto no caso da
distribuicdo EG, como para outras distribui¢des.
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