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RESUMO

O presente trabalho permeia vérios aspectos da modelagem estatistica, passando pela
proposta de um modelo de regressdo quantilica para varidveis continuas limitadas; a
apresentacdo de um método recente de discriminacao, que leva em conta além da qua-
lidade do ajuste, a complexidade dos modelos; e a descricao e aplicacao do esquema de
recordes. O primeiro tema abordado refere-se a proposta de um novo modelo de regres-
sao quantilica, reparametrizando a distribuicao unit-Weibull, utilizando o método da
maxima verossimilhanca para a estimacao de parametros. O potencial do novo modelo
de regressao é demonstrado aplicando-o a trés conjuntos de dados reais de diferentes
areas, comparado o ajuste obtido com aqueles obtidos pelos modelos de regressao de
Kumaraswamy e Beta. Em um segundo momento, o método de discriminacdo PBC
(Parametric Bootstrap Cross-Fitting), que mede o viés causado pelo mimetismo das
distribuicdes candidatas, foi apresentado e aplicado aos conjuntos de dados referen-
tes aos volumes de precipitacbes mensais da estacao meteoroldgica convencional de
Maringa - PR, observados entre 1964 e 2016, para a realizacao da discriminacdo e a
comparacdo do mimetismo das distribuicées Gama e Nakagami. Por fim, apresentou-
se a caracterizacdo frequentista da distribuicilo Gumbel baseada apenas nos valores
de recorde, aplicando a metodologia aos mesmos conjuntos de dados de precipita-
¢Ses mensais avaliados no método PBC, objetivando a estimacdo dos parametros da

distribuicdo em questdo.

Palavras-chave: Regressao unit-Weibull, Método Cross-Fitting, Recordes.



ABSTRACT

The present work permeates several aspects of statistical modeling, examining the
proposal of a quantile regression model for limited continuous variables; and the pre-
sentation of a recent method of discrimination, which takes into account not only
the quality of the adjustment, but also the models’ complexity; and also the record
scheme’s description and application. The first topic we addressed is the proposal of a
new quantile regression model, reparametrizing the unit-Weibull distribution, using the
maximum likelihood method for parameter estimation. We demonstrated the potential
of the new regression model by applying it to three real datasets from different areas,
comparing the obtained fits with those provided by the Kumaraswamy and Beta's re-
gression models. Secondly, we presented the PBC (Parametric Bootstrap Cross-Fitting)
discrimination method, which measures the bias due the mimetism of the candidate
distributions. Then, we applied it to the datasets referring to the monthly precipitation
volumes of the meteorological station of Maringd - PR, observed between 1964 and
2016, in order to discriminate and compare the mimicry of the distributions Gama and
Nakagami. Finally, we presented the frequentist characterization of Gumbel’s distribu-
tion based only on record values, applying the methodology to the same datasets of
monthly precipitation evaluated in the PBC method; with the purpose of estimating
the distribution’s parameters in question.

Keywords: unit-Weibull regression, Cross-Fitting method, Records.
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CAPfTULO 1 |

VISAO GERAL

1.1 Introducao

Como apresentado por Salsburg (2009) no cléssico “Uma senhora toma cha”,
houve um tempo em que acreditava-se que a descricao - assim como a previsao - de
todos os fendmenos poderia ser realizada por um conjunto de férmulas matematicas.
Os desvios e as variacoes dos resultados destas férmulas eram atribuidos apenas a
erros de medicdo e acreditava-se que com o melhoramento dos métodos de medicao,
eles diminuiriam, mas, em vez disso, eles aumentaram. Assim, gradualmente a ciéncia

comecou a adotar um novo paradigma: o modelo estatistico.

De acordo com Bussab e Morettin (2011), quando se procede uma analise de
dados, busca-se alguma regularidade ou algum modelo presente nas observacdes. Entre-
tanto, além desta parte que pode ser explicada por um padrao, had também uma parte
aleatdria. A modelagem estatistica agrega ambas as partes, nao sé reconhecendo a ale-
atoriedade inerente aos fenémenos, mas estimando o erro causado por ela. Atualmente,
o nimero de modelos desenvolvidos é bastante amplo, assim como a quantidade de
métodos de estimacdo de seus respectivos parametros e de métodos de discriminacao,

para a selecido do modelo mais adequado.

Neste contexto, o presente trabalho permeia varios aspectos da modelagem

estatistica, passando pela proposta de um modelo de regressao quantilica para variaveis
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continuas limitadas, a apresentacdo e a aplicacao do esquema de recordes e de um
método recente de discriminacdo, que leva em conta além da qualidade do ajuste, a

complexidade dos modelos.

1.2 Objetivos

De acordo com cada um dos trés temas levantados, o presente trabalho apre-

senta os seguintes objetivos.

e Introduzir um novo modelo de regressao considerando uma varidvel resposta
no intervalo (0, 1) com distribuicdo unit-Weibull, ajustando o modelo proposto
a conjuntos de dados reias e comparando seus resultados com o modelo de

regressao Beta e Kumaraswamy.

e Realizar a discriminacdo e a comparacdao do mimetismo das distribuicoes Gama
e Nakagami, por meio da aplicacdo da variagdo do método PBC (Parametric
Bootstrap Cross-Fitting), sendo tais distribuicdes ajustadas aos dados referentes
as precipitacGes mensais observadas na estacao meteorolégica convencional de
Maringa - PR.

e Caracterizar a distribuicdo Gumbel, com base nos valores de recorde superio-
res, aplicando a metodologia proposta para ajustar os recordes de precipitacoes

mensais observadas na estacdao meteoroldgica convencional de Maringa - PR.

1.3 Organizacdo do trabalho

No Capitulo 2, é apresentada a proposta de um modelo de regressao quantilica
para variaveis respostas continuas no intervalo limitado (0, 1), com base na distribuicdo
unit-Weibull, introduzida por Mazucheli, Menezes e Ghitany (2018). Este modelo pode
ser considerado como alternativa ao modelo de regressao quantilica Kumaraswamy e
ao modelo de regressdo Beta. S3o apresentadas aplicacdes do modelo proposto a trés
conjuntos de dados reais, comparando seus resultados com outros dois modelos con-

correntes - Beta e Kumaraswamy. Com base nos critérios de informac3o considerados,
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o modelo unit-Weibull foi selecionado para o ajuste de duas das trés aplicacdes realiza-
das. Apresenta-se no Apéndice A a versdo em inglés, com algumas modificacdes, deste
capitulo a qual estd em processo de revisao na revista Biometrical Journal. Informo
que por motivos de direitos autorais que este apéndice ndo constard na versao final

desta dissertacao.

Ja no Capitulo 3 é apresentado o método PBC (Parametric Bootstrap Cross-
Fitting), introduzido por Wagenmakers et al. (2004), que mede o viés causado pelo
mimetismo entre duas distribuicdes candidatas, o que implica na consideracdo da ava-
liacdo da complexidade na selecdo da distribuicdo de probabilidade. Com o intuito de
explicar o comportamento dos volumes de precipitacoes mensais, a discriminacado e a
comparacdo do mimetismo das distribuicées Gama e Nakagami foi realizada por meio
da aplicacdo do método PBC aos dados de precipitacoes mensais da estacao meteorold-
gica convencional de Maringd - PR, observados entre 1964 e 2016. Na maior parte dos
conjuntos de dados divididos por més, a distribuicao Nakagami se mostrou mais ade-
quada, embora esta ndo seja uma distribuicao muito utilizada em estudos envolvendo
variaveis de natureza climatolédgica. Ainda, foi verificado que a Gama é funcionalmente
mais complexa em relacdo a Nakagami, apresentando maior viés causado pelo mime-
tismo em todas as séries de precipitacdo mensal total. Apresenta-se no Apéndice B o

artigo referente a este capitulo, publicado na revista Enciclopédia Biosfera.

Por fim, o Capitulo 4 apresenta uma descricio da metodologia de estimacao
baseada em valores de recorde, abordando a definicdo da técnica e revisdo da literatura
a respeito do tema, além dos resultados da aplicacao a um conjunto de dados real, em
que o objetivo é realizar a estimacdo dos parametros da distribuicao Gumbel com base
nos recordes superiores de precipitacao mensal, considerando a estacdo meteorolégica
de Maringa - PR. Com os resultados, foi verificado que para alguns meses, o ajuste
aos dados apenas com os valores de recorde foi satisfatério. Entretanto, para outros
meses considerados, o ajuste pelos recordes se mostra bastante diferente da distribuicao
empirica dos volumes mensais de precipitacdo, assim como do ajuste por meio dos
dados originais. Desta forma, outras abordagens ou distribuicdes serdo consideradas

no desenvolvimento futuro do trabalho.
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CAPfTULO 2

MODELO DE REGRESSAO
UNIT-WEIBULL PARA VARIAVEIS
RESPOSTA NO INTERVALO UNITARIO

Resumo

Embora a distribuicio Beta seja a distribuicdo padrdo para quantificar a in-
fluéncia de covaridveis na média de uma variavel de resposta no intervalo unitario,
ela ndo permite quantificar suas influéncias nos quantis da variavel de resposta. Para
esta proposta, Mitnik e Baek (2013) formularam um modelo de regressdo quantilica
reparametrizando a distribuicdo de Kumaraswamy. Na mesma direcdo, neste trabalho
propoem-se um novo modelo de regressao quantilica, reparametrizando a distribui-
¢do unit-Weibull introduzida por Mazucheli, Menezes e Ghitany (2018), utilizando o
método da maxima verossimilhanca para a estimacdo de parametros. O potencial do
novo modelo de regressdo é demonstrado aplicando-o a trés conjuntos de dados reais
da contabilidade, da salde e da climatologia. O ajuste da regressdo unit-Weibull foi
comparado com aqueles obtidos pelos modelos de regressao de Kumaraswamy e Beta.
Para a questdo da selecao do modelo, os critérios de informacdo Akaike, Bayesiano

de Schwarz e Hannan-Quinn foram considerados juntamente com a estatistica de Vu-
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ong. Além disso, os graficos half-normal com envelope simulado foram usados para

diagnésticos do modelo.

Palavras-chave: Verossimilhanca, distribuicdo unit-Weibull, regressao quantilica, va-

riaveis limitadas.
Abstract

Although the Beta distribution is the standard distribution for quantifying the influences
of covariates on the average of a response variable on the unit interval, it is no longer
useful when we are interested in quantifying their influences on the quantiles of the
response variable. For this propose, Mitnik e Baek (2013) have formulated a quantile
regression model by reparameterizing the Kumaraswamy distribution. In the same di-
rection, in this paper we purpose a new quantile regression model by re-parameterizing
the unit-Weibull distribution introduced by Mazucheli, Menezes e Ghitany (2018), using
the maximum likelihood method to estimate the parameters. The potential of the new
regression model is demonstrated by applying it to three real datasets from accounting,
health and climatology. We compare the obtained fits with those provided by the Ku-
maraswamy and Beta regression models. For the model selection issue, the Akaike's,
the Schwarz's Bayesian and the Hannan-Quinn information criteria were considered
along with the Vuong's statistic. In addition, the half-normal plots with a simulated

envelope were used for model diagnostics.

Keywords: Likelihood, unit-Weibull distribution, quantile regression, restricted vari-

ables.

2.1 Introducao

A andlise de regressdo, termo introduzido por Francis Galton no século XIX
(GALTON, 1886), caracteriza-se como uma técnica amplamente utilizada em varias
areas para investigar a relacdo de dependéncia de uma variadvel resposta com uma ou

mais varidveis preditoras. A regressao busca descobrir quais preditores sao importantes,
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estimar o impacto da alteracao do valor de uma variavel preditora sobre o valor da

variavel resposta e também prever valores futuros (WEISBERG, 2005).

Durante muitos anos, os modelos normais lineares foram utilizados na tentativa
de descrever a maioria dos fendmenos aleatérios (PAULA, 2004), até mesmo para os
quais a suposicao de normalidade da variavel resposta nao era razoavel, sendo que
a transformacao dos dados era uma alternativa comum para alcancar a normalidade.
Entretanto, a transformac3o altera a relac3o entre a variavel resposta e as variaveis
preditoras pela mudanca de escala, comprometendo, muitas vezes, a interpretacao dos
parametros do modelo (FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004).

Buscando unificar os procedimentos de inferéncia para outras opcoes de distri-
buicdo da variavel resposta e outras funcdes para ligar os parametros das distribuicoes
a um preditor linear, Nelder e Baker (1972) introduziram os modelos lineares generali-
zados (MLG). Apesar da grande flexibilidade, os modelos lineares generalizados usuais
apresentam limitacGes para variaveis resposta restritas a um intervalo (a, b) (BONAT;
JR; ZEVIANI, 2012). A observaco de varidveis desta natureza é muito comum em

diversos estudos, principalmente no intervalo (0, 1), como taxas e proporcdes.

Este tipo de varidvel pode ser divida em quatro categorias de acordo com Kies-
chnick e McCullough (2003): a primeira categoria compreende as varidveis com dominio
no intervalo aberto (0,1), que podem ser modeladas por uma distribuicdo continua;
a segunda categoria compreende as varidveis com dominio no intervalo fechado [0, 1],
modelados por uma mistura discreta-continua; a terceira e quarta categorias sao re-
ferentes as extensdoes multivariadas das duas primeiras. Apenas o primeiro caso sera

considerado nesse trabalho.

Uma extensao da teoria dos modelos lineares generalizados para variaveis res-
posta continuas que assumem valores no intervalo (0, 1) é a regressdo Beta, proposta
por Ferrari e Cribari-Neto (2004), sob a suposicdo de que a variavel pode ser carac-
terizada por uma distribuicio Beta. Nesse modelo, os parametros de regressao sao
interpretdveis em termos da média, sendo o modelo intrinsecamente heterocedastico
acomodando assimetrias (CRIBARI-NETO; ZEILEIS, 2009).

Entretanto, apesar da flexibilidade da distribuicdo Beta para modelar dados no

dominio limitado, foram propostas outras distribuicoes no intervalo unitario, como a
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distribuicdo Johnson S (JOHNSON, 1949), a distribuicdo Topp-Leone (TOPP; LE-
ONE, 1955), a distribuicdo unit-Gamma (GRASSIA, 1977; TADIKAMALLA, 1981),
a distribuicdo Kumaraswamy (KUMARASWAMY, 1980), a distribuicdo unit-Logistic
(TADIKAMALLA; JOHNSON, 1982), a distribuicdo Simplex (BARNDORFF-NIELSEN;
JORGENSEN, 1991), a distribuicdo Beta Retangular (HAHN, 2008), entre outras.

Em seu trabalho, Kieschnick e McCullough (2003) apresentam diferentes abor-
dagens para modelagem de variaveis dependentes limitadas, identificando além dos mo-
delos semi-paramétricos, estimados por quasi-verossimilhanca (WOOLDRIDGE, 1997),
seis modelos paramétricos de acordo com sua frequéncia de uso, que sao: normal, logis-
tico normal aditivo, normal censurado, normal n3o-linear, Beta (FERRARI; CRIBARI-
NETO, 2004) e Simplex (SONG; TAN, 2000). Baseada nas compara¢des realizadas
entre tais modelos, Kieschnick e McCullough (2003) recomendam a utilizacdo do mo-

delo de regressdo Beta ou do modelo de quasi-verossimilhanca.

Porém, desde entdo, varios avancos e alternativas a esses modelos foram pro-
postas na literatura e grande parte dos modelos para respostas limitadas foram es-
tendidos para explicar o comportamento da varidvel resposta na presenca de variaveis
preditoras. Pode-se citar, como exemplo, o modelo de regressdo unit-Gamma (MOUSA,;
EL-SHEIKH; ABDEL-FATTAH, 2016), o modelo de regressdo Kumaraswamy (MIT-
NIK; BAEK, 2013) e o modelo de regressdo Beta Retangular (BAYES et al., 2012),
que acomodam a heterocedasticidade e consideram as distribuicoes unit-Gamma, Ku-

maraswamy e Beta Retangular para a variavel resposta, respectivamente.

Recentemente, uma nova distribuicdo com suporte no (0, 1), que decorre de
uma transformacao de uma varidvel aleatéria com distribuicdo Weibull de dois pa-

rametros foi proposta por Mazucheli, Menezes e Ghitany (2018), sendo denominada
unit-Weibull.

Neste sentido, o objetivo desse trabalho é introduzir um novo modelo de re-
gressdo considerando uma variavel resposta no intervalo (0,1) com distribui¢do unit-
Weibull, ajustando o modelo proposto a conjuntos de dados reais e comparando seus

resultados com o modelo de regressao Beta e Kumaraswamy.
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2.2 A distribuicao unit-Weibull

X

Pode ser mostrado que a partir da transformacdo Y = e™*, na qual X se-

gue uma distribuicdo exponencial generalizada de dois parametros (GUPTA; KUNDU,
1999), obtem-se a distribuicdo de Kumaraswamy (KUMARASWAMY, 1980). Da mesma
transformacao e tomando X como uma variavel aleatéria com distribuicao Weibull de
dois parametros (WEIBULL, 1951) com funcdo de densidade de probabilidade:

gz | a,p)= aBz’! e’”ﬁ, (2.1)

foi proposto por Mazucheli, Menezes e Ghitany (2018) a distribuicdo unit-Weibull
(UW). Sua funcdo de densidade de probabilidade (f.d.p.) e funcdo de distribuicdo

acumulada (f.d.a.) podem ser escritas na forma:

fly | af) = ~ap (~logy) ™ exp [~a (~Togy)] (22)

F(y|a,B)=exp [—a(-logy)’], (2:3)

emque 0 <y<lea>0e >0 sdo parametros de forma.

Embora n3o seja possivel obter uma expressdo analitica fechada para E(Y*),
inviabilizando assim um modelo de regressdo para a média, a funcao quantilica de uma

variavel aleatéria com distribuicao unit-Weibull é escrita na forma:

1
log 7?7
Q(T|a,ﬁ):exp[—<— & > ] 0<7<1, (2.4)
Q

Para introduzir um modelo de regressdo quantilica, a equacdo (2.4) pode ser
reparametrizada em termos do 7T-ésimo percentil e de ;1 = Q(7), tal que o pode ser

escrito da seguinte forma:

1
o= 08T (2.5)

(—logp)”
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De acordo com essa parametrizacao, a f.d.p. e f.d.a da distribuicao unit-Weibull

podem ser expressas da seguinte forma:

oo T o B-1 log y B
f(ylu,ﬂ):5<lg ) <1gy )T<‘°”), (2.6)

y \log p) \log u

Fy | w,B) = TGSE”#) (2.7)

Assim, a partir deste ponto serd considerada a notacdo Y ~ UW (u,[3,7)
para descrever uma variavel aleatéria Y que segue uma distribuicao unit-Weibul com o

pardmetro quantilico 1 € (0, 1), o pardmetro de forma 5 > 0 e 7 € (0,1) conhecido.

A Figura 1 apresenta alguns dos possiveis comportamentos da f.d.p. da dis-
tribuicdo unit-Weibull para valores selecionados dos parametros 6 e /3, considerando

p = 20,5, isto é, a mediana.
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Figura 1 — Densidade reparametrizada da distribuicao unit-Weibull para alguns valores
de e .

Nota-se na Figura 1 que a f.d.p. pode assumir diferentes formas de acordo com
os valores de seus parametros: unimodal simétrica, unimodal assimétria a esquerda,
unimodal assimétrica a direita, forma de banheira, exponencial crescente, exponencial
decrescente e constante. Essa flexibilidade em sua forma faz com que a distribuicdo

unit-Weibull torne-se uma boa alternativa para a analise de dados no intervalo unitario.
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Além disso, como 1 é o T-ésimo percentil da distribuicdo de Y, pode-se interpretar
que esse parametro € um parametro de locacdo no intervalo de valores da varidvel que

esta sendo modelada.

2.3 Modelo de regressao quantilica unit-Weibull

Considerando a f.d.p da distribuicdo unit-Weibull reparametrizada em (2.6),
pode-se formular um modelo de regressdo quantilica como apresentado em Mitnik
e Baek (2013) e Santos e Bolfarine (2015), nos quais os autores consideraram as
distribuicdes de Kumarasawamy e Laplace, respectivamente. Seja Y = (Y1,..., Y,,)? um
vetor de n variaveis aleatérias, em que cada Y;, 7 = 1, ..., n segue a f.d.p especificada em
(2.6), com parametro quantilico u;, parametro de forma desconhecido e 7 € (0, 1)
conhecido, isto é, Y; ~ UW (p;, 5,7). O modelo de regressdo quantilica unit-Weibull
é definido assumindo que o pardmetro quantilico de Y; satisfaz a seguinte relacdo

funcional:

g(pi) = n; = %T& (2.8)

em que § = (41, ...,0,)" é um vetor de tamanho p (p < n) dos coeficientes de regressdo
ex! = (z;,...,2;) os valores observados de p varidveis independentes. A funcdo g(-)

é chamada de funcao de ligacao, que relaciona o quantil ;; com o vetor de covariaveis
T
i

sendo que g : (0,1) — R,

x; e assume-se que ela é estritamente monétona e duplamente diferenciavel em (0, 1),

Existem varias funcGes de ligacao que satisfazem tais suposicoes, citando-se a
funcao Logito, Probito e Log-Log Complementar. Tais funcdes baseiam-se na funcao
de distribuicdo acumulada (f.d.a.) de determinadas distribuicdes, dadas pelas seguintes

formulas:

Logito: baseada na f.d.a. da distribuicao Logisitica, a funcdo de ligacdo Logito é

escrita na forma:

Logito(;) = log (1 o ) . (2.9)

- M
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Probito: baseada na f.d.a. da distribuicao Normal Padrao, a funcao de ligacdo Probito

é escrita na forma:
probito(u;) = @' (u;). (2.10)

em que ®(.) é a funcdo de distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatdria

normal padrao;

Log-Log Complementar: baseada na f.d.a. da distribuicdo do Valor Extremo, a fun-

cdo de ligacao Log-Log Complementar é escrita na forma:
clog-log(p;) = log[—log(1 — p;)]. (2.11)

Para uma discussdo das funcoes de ligacdo, pode-se consultar McCullagh e
Nelder (1989). Em um primeiro momento, a funcdo de ligacdo Logito serd considerada

nesse trabalho. Logo, tem-se que:

(2.12)

2.3.1 Estimacao

Uma vez que 0 representa o efeito das variaveis explicativas sobre o 7-ésimo
percentil da varidvel resposta, tém-se interesse em estimar esses parametros. Sob uma
abordagem classica, o vetor de parametros desconhecido ¢ sdo estimados maximizando

a funcdo de maxima verossimilhanca, que pode ser expressa como:

B
- log yi S log yi
06,8y, e, 7) xnlog B+ > log <> +log 7 10g< , (2.13
N ) ; log 1 ; log p; (2.13)

exp (z76)

Trexp (79)" assumindo a funcdo de ligacao Logito.

em que p; =
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N3o é possivel derivar uma solucao analitica para as estimativas de maxima
verossimlhanca (EMV) dos pardmetros § e /3, uma vez que essas sdo obtidas pela
solucdo do sistema de equagdes ndo-lineares Us(d, 5) = 0 e Us(d, 3) = 0, que ndo
apresentam uma solucao analitica fechada. Desta forma, faz-se necesséria a utilizacdo
de maximizacao numérica do logaritmo da funcao de verossimilhanca, por meio de
algum algoritmo de otimizacao como o de Newton-Raphson, quasi-Newton ou escore
de Fisher. Sugere-se utilizar como um palpite inicial para § as estimativas de minimos
quadrados ordinarios deste vetor de parametros obtidas a partir da regressdo linear

das respostas transformadas g(v1), ..., 9(y,) em X, isto é, (XTX)"'1 X7z em que
Z = (g(y1)7 ag(yn))T

E bem conhecido que sob condicdes de regularidade moderada (ver, por exem-
plo, Lehmann e Casella (1998)) e quando n é grande, a distribuicdo assintética dos

estimadores de maxima verossimilhanca é tal que:

~ | = Nipna 8 K716, 8)] (2.14)

em que L denota convergéncia em distribuicio e K 1(d,3) é a inversa da matriz
de informac3o de Fisher esperada, sendo que n3o ha expressdo fechada para a matriz
K (6, 5). No entanto, como mostrado por Lindsay e Li (1997), a informac&o de Fisher
observada é um estimador consistente da matriz de informacdo de Fisher esperada.
Portanto o comportamento assintético permanece se K (4, 3) = nh_{glo n~tJ(8,3), em

que J(d, ) denota a matriz de informacdo de Fisher observada.

Seja J, o r-ésimo componente de 4, entdo o 100 x (1 — /2)% intervalo de

confianca assintético para d, é dado por:

ok ® (1 —7/2)se(0,), r=1,....p (2.15)

em que ®~1(-) é a funcdo quantilica da distribuicdo normal padrio e se (&) é o erro
padrao assintoético de o, que é obtido da raiz quadrada de (r-r)-ésimo elemento de

K™'(8,58).
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2.3.2 Adequacao do modelo

De acordo com Paula (2004), a analise dos residuos é constituida por um con-
junto de técnicas para avaliar se a distribuicdo em estudo é apropriada para descrever
o comportamento da variadvel resposta e ainda identificar a presenca de possiveis pon-
tos extremos no conjunto de dados. Nesse trabalho foram considerados os residuos

propostos por Cox e Snell (1968). Os residuos Cox-Snell, sdo dados por:

ro, = —logS(y; | ©),  i=1,...,n, (2.16)

em que S(.) é a estimativa da funcdo de sobrevivéncia baseada na estimativa de maxima

verossimilhanca ©.

Os residuos Cox-Snell possuem a propriedade principal de que, se o modelo se
ajusta aos dados, 7;,7 = 1,...,n segue a distribuicdo exponencial padrdo, com f.d.p.
f(r) = e". O gréfico de r; versus —log S(r;) deve ser uma linha reta com inclinacio
unitaria e intercepto zero se o ajuste do modelo é adequado, sendo 3’(7’1) o estimador
de Kaplan-Meier de S(r;). Para mais detalhes veja, por exemplo, Lee e Wang (2003,
p. 215) ou Lawless (2003).

Para os residuos Cox-Snell, o grafico half-normal com envelopes simulados sao
uma ferramenta de diagndstico util (ZHAO et al., 2011). Veja, por exemplo, Atkinson
(1985), Collet (2003) e Kutner et al. (2005), para mais detalhes sobre os graficos

half-normal.

2.4 Aplicacoes

Nesta secao, apresenta-se trés aplicacdes reais para mostrar a potencialidade do
modelo de regressao proposto. Para fins de comparacao, além do modelo de regressdo
quantilica unit-Weibull, também foram considerados dois modelos de regressao alter-
nativos comumente usados na analise de variaveis limitadas, que sao resumidamente

descritos a seguir:

Beta: modelo de regressdo Beta introduzido por Cepeda-Cuervo (2001) e Ferrari e
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Cribari-Neto (2004) tem f.d.p. dado por:

['(a+ pB)

Mot ! 70 210

flyla, B) =

em que «, 3 > 0.

Kumaraswamy: modelo de regressao Kumaraswamy introduzido por Mitnik e Baek
(2013) tem f.d.p. dado por:

flyla, B) =a Byt (1 -y, (2.18)

em que a, 5 > 0.

Para discriminar e escolher o melhor entre os modelos propostos, os critérios
de informacdo de Akaike (AIC), Schwarz (SBC) e Hannan-Quinn (HQIC) foram con-
siderados. Seja Ly;; a verossimilhanca do modelo ajustado, p o nimero de parametros

no modelo e n o niimero de observacdes. Os critérios sdo dados por:

e O critério de informacgdo de Akaike (AIC), proposto por Akaike (1974), é dado
por AIC' = =2 log(Lyi) + 2p;

e O critério Bayesiano de Schwarz (SBC) ou critério de informagdo Bayesiano
(BIC), proposto por Schwarz et al. (1978), é dado por SBC' = —2 log(Lyi) +

p log(n);

e O critério de informacdo de Hannan-Quinn (HQIC), proposto por Hannan e
Quinn (1979), é dado por HQIC = —2 log Ly;; + 2p loglog(n).

A regra de decisdo, em todos esses critérios, é favoravel ao modelo com o
menor valor das estatisticas (HELD; BOVE, 2014).

Ainda, utilizou-se o teste de proximidade de Vuong (VUONG, 1989), para
avaliar se existe alguma diferenca significativa quanto ao ajuste dos dois modelos al-
ternativos em relacao ao unit-Weibull. Esse teste, adequado para comparar modelos
n3o encaixados (not nested), tem por hipdtese nula que n3o existem diferencas signi-

ficativas entre o ajuste dos modelos.
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Sendo Fj e GG, dois modelos ndo encaixados, com respectivas densidades dadas
por f(y; | =;,0) e g(y; | x;,7y), avaliadas nos EMV's, a estatistica da razdo das

verossimilhancas para comparar ambos os modelos é dada por:

LR(,7) = t4( Zlog S (i | 2:,0) (2.19)
9 | v4,7)

Entretanto a estatistica apresentada em (2.19) n3o segue uma distribuicdo
qui-quadrado. Para contornar o problema, Vuong (1989) propés uma abordagem alter-
nativa baseada no critério de informacdo de Kullback-Liebler (KULLBACK; LEIBLER,
1951). Considerando a distancia entre cada modelo e o processo verdadeiro que gera

os dados, denominado hg(y;, X;), tém-se a estatistica:

1 LR(6,9)

T = = 2.20
LR,N N N (2.20)

em que 02 é um estimador da variancia de ﬁLR(@A, ), dado por:

QQZiiQOgMY_<1§:<logf<yi|x’“9)>>27 (2.21)

= g(yi | zi,7y) n = 9(yi | zi,y)

Quando n — oo, TLrN N N N(0,1) sob a hipétese nula. Portanto, a um
nivel de significancia de a%, rejeita-se hip6tese nula de equivaléncia das distribuicdo
se |T| < Zof2-

As estimativas da maxima verossimilhanca foram obtidas pelo algoritmo quasi-
Newton, disponivel no procedimento SAS/NLMIXED (SAS, 2010). O erros padrdes

assintéticos e intervalos de confianca foram calculados por meio da matriz de informa-

cdo observada de Fisher.

2.4.1 Rentabilidade do gerenciamento de risco

O primeiro conjunto de dados considerado é apresentado por Schmit e Roth
(1990) e corresponde as 73 respostas a um questionario enviado a 374 gerentes de

risco de grandes organizacdes norte americanas. O objetivo do estudo de Schmit e
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Roth (1990) foi avaliar a relacdo custo-eficicia com a filosofia da administracdo de
controlar a exposicdo da empresa a varias perdas de propriedade e acidentes, levando
em consideracdo caracteristicas da empresa, como tamanho e tipo de industria. A

descricdo das variaveis e suas codificacdes sdo apresentadas a seguir:
Firmcost: varidvel continua restrita ao intervalo (0, 1) referente a rentabilidade do
gerenciamento de risco da empresa;

Assume: variavel continua referente a quantidade de retencdo por ocorréncia como

percentual dos ativos totais;

Cap: variavel dummy que indica se a empresa possui uma companhia de seguros cativa
(1) ou ndo (0);

Sizelog: variavel continua referente ao logaritmo dos ativos totais;
Indcost: varidvel continua referente ao risco da indUstria;

Central: variavel continua referente a importancia dos gerentes locais na escolha da

quantidade de risco a ser mantida;

Soph: varidvel continua referente ao grau de importancia no uso de ferramentas ana-

liticas.

A seguinte estrutura de regressdo foi empregada:

L= pi
= 0p + 01 Assume; + 9 Cap, + 03 Sizelog, + 0, Indcost; +

Logito(y;) = log (“) (2.22)

05 Central; + d¢ Soph,, i =1,...,73,

em que y; denota a mediana nos modelos unit-Weibull e Kumaraswamy, ja no modelo

Beta u; denota a média.

Na Tabela 1, apresenta-se as estimativas dos parametros e seus respectivos
erros padrdes (E.P.) para os trés modelos considerados no ajuste aos dados de renta-

bilidade do gerenciamento de risco de grandes organizacdes norte americanas.
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Tabela 1 — Estimativas dos parametros e erros padroes para os trés modelos conside-

rados no ajuste aos dados de rentabilidade do gerenciamento de risco.
unit-Weibull Kumaraswamy Beta
Parametro Est. IC (95%) Est. IC (95%) Est. IC (95%)
do 3,471  (1,289; 5,654) 2,539 (-0,500; 5,577) 1,888 (-0,410; 4,186)
01 -0,008 (-0,033; 0,018) -0,036 (-0,071;-0,002) -0,012 (-0,039; 0,015)
) 0,128 (-0,364; 0,619) 0,596 (-0,169; 1,362) 0,178 (-0,276; 0,632)
3 -0,804 (-1,045; -0,564) -0,798 (-1,114;-0,482) -0,512 (-0,752;-0,271)
04 1,439  (0,635; 2,244) 5257  (2,443;8,071) 1,236  (0,336; 2,137)
5 -0,024 (-0,191; 0,143) -0,028 (-0,262; 0,207) -0,012 (-0,184; 0,159)
6 -0,002 (-0,045; 0,041) -0,027 (-0,090; 0,035) -0,004 (-0,046; 0,038)
o] 3,353 (2,728;3,979) 0,978 (0,771;1,186) 6,331  (4,130; 8,531)

* Est.: Estimativa; IC: Intervalo de Confianca.

A Tabela 2 apresenta os valores das estatisticas usadas como critérios de selecao

dos modelos unit-Weibull, Kumaraswamy e Beta ajustados ao conjunto de dados em

questdo. Observa-se que os trés critérios de informac3o avaliados indicam que o modelo

de regressao unit-Weibull apresentou um melhor ajuste quando comparado aos modelos

concorrentes, seguido pelo modelo Kumaraswamy, cuja regressao também ¢é aplicada a

mediana. Corroborando com os critérios de informacdo, a hipétese de que nao existem

diferencas significativas do ajuste dos modelos, em relacao ao unit-Weibull, foi rejeitada

ao nivel de significancias de 5%, favorecendo a escolha do mesmo.

Tabela 2 — Medidas utilizadas para discriminacao entre os trés modelos considerados
no ajuste aos dados de rentabilidade do gerenciamento de risco.

s Modelo
Critério
unit-Weibull ~ Kumaraswamy Beta
AIC -206,2227 -181,6534 -159,4460
SBC -187,8990 -163,3297 -141,1223
HQIC -198,9204 -174,3511 -152,1437
Voung — 2,1513 (0,0157) 4,5817 (0,0000)

Pela Figura 2, que apresenta os gréficos half-normal dos residuos de Cox-Snell

para os trés modelos concorrentes, vé-se que os ajustes foram satisfatérios, sobretudo
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para o modelo unit-Weibull no qual as probabilidades empiricas se aproximam das

probabilidades tedricas.

unit-Weibull

Residuos Cox—Snell
3,42 5,13 6,84
\ \ \

1,71
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© \ \ \ \ I
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0,75 1,51 2,26 3,01
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Figura 2 — Graficos half-normal com envelopes simulados dos residuos de Cox-Snell
para os trés modelos considerados no ajuste aos dados de rentabilidade do

gerenciamento de risco.

O impacto de diferentes valores de 7 nas estimativas dos parametros 6;,7 =

0,...,6 sao ilustrados na Figura 3, na qual observa-se variacGes tanto no valor da

estimativa pontual, quanto a precisdo das estimativas, uma vez que o tamanho do
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intervalo de confianca varia de acordo com o percentil determinado. Independentemente
do valor de 7 fixado, a estimativa do parametro [3 e seu respectivo intervalo de confianca

permanecem iguais, desta forma o mesmo n3o é apresentado a seguir.
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Estimativas dos pardmetros e intervalos de 95% de confianca para o mo-
delo UW e 7 = 0.1,0.2,...,0.8 and 0.9 para o dados de rentabilidade do
gerenciamento de risco.
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2.4.2 Taxa de recuperacdo de células CD34+

O segundo conjunto de dados considerado corresponde a informacdo de 249
pacientes que concordaram com o transplante autélogo de células-tronco do sangue
periférico (PBSC) apés doses mieloablativas de quimioterapia entre o ano de 2003 e
2008 (ZHANG; QIU; SHI, 2016).

Uma descricao das variaveis e suas codificacdes sao apresentadas a seguir:

CD34+-: variavel continua restrita ao intervalo (0, 1) referente a taxa de recuperagdo
das células CD34+;

Sexo: varidvel dummy indicando se um paciente é do sexo feminino (0) ou masculino

(1);

Quimio: variadvel dummy indicando se um paciente recebe uma quimioterapia em um

protocolo de um dia (0) ou em um protocolo de 3 dias (1);

Idade: varidvel continua referente a idade ajustada, que é a idade atual menos 20.

A seguinte estrutura de regressdo foi empregada:

Logito(p;) = log(1 o ) (2.23)

- M

= g + 01 Sexo; + do Quimio; + d3ldade;, i=1,...,249,

em que x; denota a mediana nos modelos unit-Weibull e Kumaraswamy, ja no modelo

Beta p; denota a média.

As estimativas e erros padroes dos parametros dos trés modelos considerados
no ajuste aos dados referentes a taxa de recuperacdo das células CD34+, de pacientes
pacientes que concordaram com o transplante autélogo de células-tronco do sangue

periférico, sdo apresentados na Tabela 3.
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Tabela 3 — Estimativas dos parametros e erros padroes para os trés modelos conside-
rados no ajuste aos dados de taxa de recuperacdo de células CD34+.

unit-Weibull Kumaraswamy Beta
Parametro  Est. IC (95%) Est. IC (95%) Est. IC (95%).
do 0,962 (0,703; 1,221) 1,200 (0,926; 1,474) 0,999 (0,746; 1,252)
01 0,017 (0,008; 0,027) 0,011 (-0,001; 0,022) 0,014 (0,004; 0,025)
) 0,282 (0,089; 0,474) 0,183 (-0,042; 0,409) 0,212 (0,008; 0,415)
3 0,103 (-0,082; 0,288) 0,042 (-0,145;0,229) 0,066 (-0,118; 0,250)
Ié; 1,680 (1,517,1,843) 6,727 (5,837, 7,618) 11,345 (9,349; 13,340)
*

Est.: Estimativa; IC: Intervalo de Confianca.

Na Tabela 4 apresenta-se a comparacao do ajuste dos trés modelos propostos
por meio dos valores das estatisticas usadas como critérios de selecdo. Assim, como
para o conjunto de dados referente a rentabilidade do gerenciamento de risco, nota-se
que para esta aplicacdo os trés critérios de informac3do avaliados indicam que o modelo
de regressao unit-Weibull apresentou um melhor ajuste quando comparado aos modelos
concorrentes. Considerando um nivel de 5% de significancia, os resultados do teste de
Vuong apontam que n3o ha evidéncias amostrais suficientes de que os modelos Beta
e unit-Weibull diferem significativamente, embora o ajuste do unit-Weibull tenha se

mostrado superior a todos os demais.

Tabela 4 — Medidas utilizadas para discriminacao entre os trés modelos considerados
no ajuste aos dados de taxa de recuperacdo de células CD34+-.

s Modelo
Critério
unit-Weibull ~ Kumaraswamy Beta
AIC -388,0932 -375,6599 -381,7912
SBC -370,7109 -358,2775 -364,4089
HQIC -381,0886 -368,6553 -374,7866
Voung — 1,7117 (0,0435) 1,0590 (0,1448)

Para avaliar se os modelos sao apropriados, na Figura 4 apresenta-se os graficos
half-normal com envelopes simulados para os residuos de Cox-Snell. A Figura 4, indica
um bom ajuste do modelo de regressao unit-Weibull para a taxa de recuperacido de
células CD34+.
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Figura 4 — Graficos half-normal com envelopes simulados dos residuos de Cox-Snell
para os trés modelos considerados no ajuste aos dados de taxa de recupe-

racdo de células CD34+-.

O impacto de diferentes valores de 7 nas estimativas dos parametros ¢;,7 =

0, ...,6 sdo ilustrados na Figura 5, na qual verifica-se que o maior impacto da definicao

do percentil se deu no intercepto do modelo.
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Figura 5 — Estimativas dos parametros e intervalos de 95% de confianca para o modelo
UWe T =0.1,0.2,...,0.8 and 0.9 para os dados de taxa de recuperacao
de células CD34+.

2.4.2.1 Umidade relativa média

O terceiro conjunto de dados corresponde a 511 observacdes de umidade re-
lativa média mensal da estacdo metereoldgica convencional localizada em Maringa -
PR, entre os anos de 1961 e 2016. Os dados utilizados foram compilados a partir das
séries histéricas de precipitacoes mensais obtidas no Banco de Dados Meteorolégicos
para Ensino e Pesquisa (BDMEP) do Instituto Nacional de Meteorologia (INMET).

Uma descricao das variaveis e suas codificacdes sao apresentadas a seguir:
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Umidade: varidvel continua restrita ao intervalo (0, 1) referente a umidade relativa

média mensal;
Jan: varidvel dummy indicando se o més é Janeiro (1) ou n3o (0);
Fev: varidvel dummy indicando se o més é Fevereiro (1) ou n3o (0);
Mar: variavel dummy indicando se o més é Marco (1) ou n3o (0);
Abr: varidvel dummy indicando se o més é Abril (1) ou n3o (0);
Mai: variavel dummy indicando se o més é Maio (1) ou n3o (0);
Jun: varidvel dummy indicando se 0 més é Junho (1) ou n3o (0);
Jul: varidvel dummy indicando se o més é Julho (1) ou n3o (0);
Ago: variavel dummy indicando se o més é Agosto (1) ou n3do (0);
Set: varidvel dummy indicando se o més é Setembro (1) ou ndo (0);
Out: varidvel dummy indicando se o més é Outubro (1) ou n3o (0);

Nov: varidvel dummy indicando se o més é Novembro (1) ou n3o (0).

A seguinte estrutura de regressdo foi empregada:

- Mg

Logito(p;) = log (1 a > (2.24)
= 50 -+ 51 Jani -+ 52 FevZ- -+ 53 Mari -+ (54 Abl’l -+ 55 Mall -+ 56 Juni -+
(57JU|¢ + 58 AgOZ + (59 Seti + (510 Outi + 511 NOVZ', 1= 1, cee 511,

em que u; denota a mediana nos modelos unit-Weibull e Kumaraswamy, ja no modelo
Beta y; denota a média. Assim, o més de dezembro é tomado como base de comparacao
para a interpretacao dos coeficientes de regressao.

A Tabela 5 apresenta as estimativas e erros padrées dos parametros dos trés
modelos concorrentes no ajuste da umidade relativa média mensal da estacdo metere-

olégica de Maringa - Parana.
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Tabela 5 — Estimativas dos parametros e erros padroes para os trés modelos conside-
rados no ajuste aos dados de umidade relativa média, da estacdo meteoro-
l6gica convencional de Maringad — PR, de 1964 a 2016.

unit-Weibull Kumaraswamy Beta
Parametro  Est. IC (95%) Est. IC (95%) Est. IC (95%)
do 0,908 (0,831, 0,984) 0,938 (0,851;1,025) 0,927 (0,842; 1,012)
01 0,153  (0,048; 0,258) 0,143  (0,015; 0,271) 0,162  (0,040; 0,284)
0o 0,154  (0,049; 0,260) 0,128  (0,001; 0,256) 0,168  (0,046; 0,290)
03 0,026 (-0,081; 0,132) -0,054 (-0,174; 0,065) -0,017 (-0,137; 0,102)
04 -0,059 (-0,167; 0,049) -0,075 (-0,194; 0,045) -0,062 (-0,182; 0,058)
5 -0,066 (-0,176; 0,044) 0,084  (-0,045; 0,212) 0,043  (0,080; 0,166)
06 0,078 (-0,030.0,187) 0,066 (-0,061; 0,194) 0,067 (-0,057; 0,019)
07 -0,210 (-0,321;-0,098) -0,206 (-0,323;-0,088) -0,230 (-0,351; -0,110)
s -0,536 (-0,650; -0,422) -0,452 (-0,561; -0,343) -0,536 (-0,654; -0,419)
dg -0,443 (-0,556; -0,331) -0,285 (-0,398; -0,172) -0,402 (-0,520; -0,284)
d10 -0,237 (-0,348; -0,126) -0,266 (-0,381; -0,152) -0,272 (-0,391; -0,152)
011 -0,240 (-0,350; -0,129) -0,195 (-0,311; -0,078) -0,257 (-0,376; -0,138)
o] 4578  (4,281; 4,875) 11,964 (11,150; 12,777) 57,118 (50,167; 64,070)

* Est.: Estimativa; IC: Intervalo de Confianca.

Os resultados dos critérios de informacao calculados a partir do ajuste dos
modelos de regressdo unit-Weibull, Kumaraswamy e Beta s3o apresentados na Tabela
6. Ao contrario do observado nas demais aplicacoes realizadas nesse trabalho, a dis-
tribuicdo Beta foi indicada como mais adequada para o ajuste aos dados sob os trés
critérios de informacao considerados, seguida pela distribuicdo unit-Weibull. Entretanto
os dados amostrais nao apresentam evidéncias suficientes de que o ajuste do modelo
unit-Weibull difere significativamente do ajuste do modelo Beta, ao nivel de 5% de
significancia.
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Tabela 6 — Medidas utilizadas para discriminacao entre os trés modelos considerados

no ajuste aos dados de umidade relativa média, da estacdo meteoroldgica
convencional de Maringd — PR, de 1964 a 2016.

s Modelo
Critério
unit-Weibull ~ Kumaraswamy Beta
AIC -1390,6670 -1337,9757 -1402,0236
BIC -1335,5942 -1282,9029 -1346,9508
HQIC  -1369,0766 -1316,3853 -1380,4332
Voung

— 2,1382 (0,0163) -0,7312 (0,7677)

A partir dos graficos half-normal com envelopes simulados mostrados na Figura

6, pode-se concluir que o modelo de regressdo unit-Weibull teve um ajuste satisfatério.
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Figura 6 — Graficos half-normal com envelopes simulados dos residuos de Cox-Snell
para os trés modelos considerados no ajuste aos dados de umidade relativa
média, da estacdo meteorolégica convencional de Maringd — PR, de 1964

a 2016.

Por fim, o impacto de diferentes valores de 7 nas estimativas dos parame-

tros 0;,7 = 0, ...,6 sdo ilustrados na Figura 7, na qual nota-se que o impacto ocorre

sobretudo no intercepto dos modelos ajustados.
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7 — Estimativas dos parametros e intervalos de 95% de confianca para o modelo
UW e ™ = 0.1,0.2,...,0.8 and 0.9 para o dados de dados de umidade
relativa média, da estacdo meteoroldgica convencional de Maringd — PR,
de 1964 a 2016.
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2.5 Consideracoes finais

Nesse trabalho, foi proposto um novo modelo de regressdo quantilica, conside-
rando uma variavel resposta no intervalo (0, 1) que segue uma distribuicdo unit-Weibull,
introduzida recentemente por Mazucheli, Menezes e Ghitany (2018). Para isso, a dis-
tribucdo unit-Weibull foi reparametrizada em termos do 7-ésimo percentil 1 = Q(7),
sendo que a regress3o foi proposta para este novo parametro, permitindo ligar qualquer

percentil da distribuicdo as covariaveis.

Uma vez que a f.d.p. da unit-Weibull pode assumir diferentes formas de acordo
com os valores de seus parametros, essa distribuicdo torna-se uma boa alternativa para

o ajuste de variaveis resposta no intervalo unitario.

Foram analisados também trés conjuntos de dados reais de diferentes areas
para fins ilustrativos. Para dois dos conjuntos de dados, que referem-se a rentabilidade
do gerenciamento de risco e a taxa de recuperacdo de células CD34+, o modelo
de regressao unit-Weibull foi selecianada entre outros dois modelos concorrentes, de
acordo com os trés critérios de informacao avaliados. J4 para o conjunto de dados
referente a umidade relativa mensal de Maringa - PR, o modelo de regressao selecionado
sob os critérios utilizados foi o modelo Beta, embora o ajuste desses nao tenha sido

significativamente diferente do ajuste do modelo unit-Weibull.

Por fim, uma extens3o futura desse trabalho poderia ser dedicada a elaboracao
e a aplicacao de um modelo de mistura entre as distribuicoes binomial e unit-Weibull,
a fim de acomodar valores no intervalo fechado [0, 1], muito comum em problemas pra-
ticos envolvendo respostas continuas limitadas, o que nao é contemplado pelo modelo
apresentado nesse trabalho. Outra proposta a ser considerada é a inclusido de efeitos

aleatérios no modelo.
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CAPIiTULO 3

APLICACOES DO METODO PBC PARA
AVALIACAO DA COMPLEXIDADE DAS
DISTRIBUICOES GAMA E NAKAGAMI

NA ANALISE DE DADOS DE
PRECIPITACAO

Resumo

Em geral, a selecao da distribuicao de probabilidade com o melhor ajuste nao
considera a complexidade das distribuices rivais. O método PBC (Parametric Boots-
trap Cross-Fitting) mede o viés causado pelo mimetismo das distribuicdes candidatas,
levando em consideracdo a avaliacdo da complexidade das mesmas. Considerando a
importancia de explicar o comportamento dos volumes de precipitacdes mensais e da
possibilidade do uso do método PBC para comparacao do ajuste de duas distribuicGes
concorrentes, objetivou-se neste trabalho realizar a discriminacdo e a comparacao do
mimetismo das distribuicdes Gama e Nakagami, aplicando o método PBC aos dados de

precipitacdes mensais da estacdo meteoroldgica convencional de Maringa - PR, obser-
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vados entre 1964 e 2016. Embora Nakagami nao seja uma distribuicdo muito utilizada
em estudos envolvendo varidveis de natureza climatoldgica, os resultados referentes a
aplicacao do método PBC indicam que para a maior parte das séries histéricas men-
sais, a distribuicao mais apropriada para a descricdo do comportamento da precipitacao
mensal é a Nakagami quando comparada a Gama. Ainda, foi verificado que a Gama
é funcionalmente mais complexa em relacio a Nakagami, apresentando maior viés

causado pelo mimetismo em todas as séries de precipitacdo mensal total.

Palavras-chave: Climatologia; Distribuicido de Probabilidade; Método Cross-Fitting.
Abstract

In general, the selection of the probability distribution with the best fit does not take
into account the distributions’ complexity. The PBC (Parametric Bootstrap Cross-
Fitting) method quantifies the bias due to the mimicry of the candidate distributions,
taking into account the evaluation of the models’ complexity. Considering the impor-
tance of explaining the behavior of the monthly rainfall volumes and the possibility of
using the PBC method to compare the fit of two competing distributions, the objective
of this work is to discriminate and compare the mimicry of the Gamma and Nakagami
distributions, by applying the PBC method to the monthly precipitation data of the
Maringd - PR meteorological station, observed between 1964 and 2016. Although
Nakagami is not a very usual distribution in studies involving climatological variables,
results referring to the PBC method indicated that for most of the monthly historical
series, Nakagami is the most appropriate distribution for the description of monthly
precipitation behavior when compared to Gamma. In addition, it was observed that the
Gamma distribution was shown to be functionally more complex than the Nakagami,

presenting greater measures of bias due to mimicry for all datasets.

Keywords: Climatology; Cross-Fitting Method; Probability Distribution.
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3.1 Introducao

A caracterizacao da distribuicao da precipitacao constitui um importante ins-
trumento de apoio para estudos e desenvolvimento de atividades econdmicas relaciona-
das. O estudo da distribuicdo de variadveis climaticas determina padrdes de ocorréncia
permitindo uma previsdo razoavel do comportamento climatico pluvial de uma regido
(MARTIN et al., 2015). Tanto a intensidade quanto a frequéncia com que os fend-
menos climaticos ocorrem influenciam diretamente na sustentabilidade ambiental e

econdmica dos setores do agronegécio (BEYRUTH, 2008).

No estudo de variaveis climatolégicos (volume de precipitacdo, velocidade do
vento, temperatura, entre outras), em geral, existe o interesse na estimacdo da probabi-
lidade de uma variavel aleatéria X exceder um valor x7 qualquer, ou seja P(X > z7).
Em climatologia, a estimacdo desta quantidade é o foco principal do que é conhecido
como analise de frequéncias. O objetivo da analise de frequéncias é relacionar a mag-
nitude de eventos extremos com a frequéncia de ocorréncia por intermédio de uma
distribuicdo de probabilidade apropriada (CHOW; MAIDMENT; MAYS, 2013).

Na literatura, varias distribuicbes de probabilidade s3o usadas no estudo de
varidveis climatolégicas. Dentre estas citam-se: Gama, Weibull, Log-Normal, Log-
Logistica, Inversa-Gaussiana e Valor-Extremo (COE; STERN, 1982). Dado um con-
junto de observacoes, a selecdo de uma distribuicdo é, sem divida, o passo mais critico,
e aquele que apresenta as maiores incertezas (MEYLAN; FAVRE; MUSY, 2011).

Outra distribuicdo que pode ser aplicada para dados climatolégicos é a Naka-
gami cujas aplicagcdes concentram-se, principalmente, na area de engenharia de comu-
nicagdes (NAKAGAMI, 1960). Se comparada com outras distribuicdes, a Nakagami é
considerada genérica, de grande flexibilidade e simplicidade matematica. O niimero de
aplicacdes na area climatoldgica é ainda pequeno e pode-se citar os trabalhos recentes
dos autores Schwartz, Godwin e Giles (2013), Singh e Sarkar (2013) e Mazucheli e
Emanuelli (2015), sendo que apenas neste (ltimo a distribuicdo foi ajustada a dados

referentes ao volume de precipitacio.

Em geral, varias distribuicGes concorrentes podem ser propostas para a explica-
cdo de um mesmo fendmeno. A escolha da distribuicdo mais adequada deve-se pautar

na comparacao de medidas que avaliam a qualidade do ajuste, que s3o denominadas de
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goodness-of-fit (GOF), como o valor da estatistica do teste de Kolmogorov-Smirnov
(KS). Estas medidas quantificam o qudo bem a distribuicdo ajusta-se a um conjunto de
observacoes, e podem ser usadas para comparar o ajuste de distribuicdes concorrentes
(SCHULTHEIS; NAIDU, 2014). No entanto, existe uma tendéncia para a selecdo de
distribuicGes complexas, mesmo que distribuicoes mais simples sejam mais parcimoni-
osas (PITT; MYUNG, 2002).

Para contornar este problema surgiu o conceito de mimetismo, o qual quantifica
0 quao bem os modelos sdo capazes de imitar uns aos outros, ou seja, a habilidade
de cada distribuicdo fornecer bons ajustes aos dados obtidos pela outra distribuicao
(SCHULTHEIS; NAIDU, 2014). Para quantificar o mimetismo, existe o procedimento
denominado de PBC (Parametric Bootstrap Cross-Fitting) que gera duas distribuicdes
a partir das subtracdes de uma especificada medida de GOF, esperadas sob cada uma
das distribuicGes concorrentes, sendo tais distribuicGes obtidas por meio do método
Bootstrap , introduzido por Efron (1992). Entretanto, ao se realizar uma busca na
literatura, ndo foram encontradas aplicacdes do método PBC para a discriminacao

entre distribuicGes usadas no estudo de variaveis climatolégicas.

No trabalho em que propde o método PBC, Wagenmakers et al. (2004) apre-
sentam duas versoes do mesmo, que diferem-se quanto a forma de gerar os dados,
sendo a primeira indicada para avaliar o ajuste e mimetismo da distribuicdo para um
banco de dados especificado e a segunda indicada para extrair conclusdes mais gené-

ricas sobre o ajuste das distribuicdes em questao.

Conforme Wagenmakers et al. (2004), dado o valor de alguma estatistica de
GOF (como a KS), a versdo do PBC que depende de um determinado conjunto de

dados é aplicado adotando os passos a seguir:

1. Gerar uma amostra Bootstrap ndo paramétrica, denotada por z* dos dados

originais ;

2. Ajustar as distribuicbes A e B a amostra z*, obtendo os EMV dos vetores de

parametros 0% e 67, respectivamente;

3. Simular dados segundo a distribuicio A (D(6%)) e a distribuicio B (D(0%)),

por meio do Bootstrap paramétrico;
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4. Ajustar as distribuicdes A e B a D(6%), e obter a diferenca de GOF (AGOF%, |
A = GOF} — GOF},) entre os dados simulados pela distribuicdo A;

5. Ajustar as distribuicdes A e B a D(0}), e obter a diferenca de GOF (AGOF% , |
B = GOF} — GOFY};) entre os dados simulados pela distribuicdo B;

6. Repetir os passos anteriores M vezes.

Desta forma, a aplicacdo do PBC resulta em um vetor de diferencas de GOF
sob a distribuicdo A e uma sob a distribuicdo B. Schultheis e Singhaniya (2013) apon-
tam que a utilidade do PBC depende essencialmente de uma utilizacao adequada das
distribuicGes de diferenca de GOF (denotadas por AGOF? ;) geradas para selecionar

entre os modelos concorrentes.

A quantidade AGOF 5 | A permite medir o qudo provavel é obter a diferenca
GOF observada (d45) ajustando as distribuicGes aos dados observados se a variavel de
interesse segue a distribuicdo A. A quantidade AGOF}; | B permite medir o qudo
provavel é obter se a distribuicio B é o modelo de geracdo (SCHULTHEIS; NAIDU,
2014). Assim, a probabilidade de que a variavel de interesse segue a distribuicdo A, em
vez da distribuicdo B, dada a diferenca observada de GOF, pode ser quantificada pela
razdo entre as estimativas da altura das distribuicdes AGOF; | A e AGOF;; | B

no valor d4p:
P(6ap | A)/P(0ap | B) = Pa(z)/Pp()

De acordo com Wagenmakers et al. (2004), o critério para decisdo da escolha
entre os modelos denominado étimo, definido como o critério que maximiza a probabi-
lidade de uma classificagdo binaria correta, é calculado por Ps(x)/Pg(z) = 1. O viés
causado pelo mimetismo (/3,,) é quantificado pela subtracdo entre o critério nominal,
AGOF,p =0 e o 6timo (WAGENMAKERS et al., 2004).

Considerando a importancia de explicar o comportamento dos volumes de pre-
cipitacao mensal; da possibilidade do uso do método PBC para comparacdo do ajuste
de duas distribuicdes concorrentes para explicar a complexidade das distribuicdes, e do
método PBC ndo ter sido utilizado em modelos de varidveis climatolégicas de acordo

com a revisdo da literatura, objetivou-se neste trabalho realizar a discriminacdo e a
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comparacdo do mimetismo das distribuicoes Gama e a Nakagami, por meio da apli-
cacdo da variacdo do PBC ajustadas aos dados referentes as precipitacoes mensais

observadas na estacao meteoroldgica convencional de Maringa - PR.

3.2 Materiais e métodos

3.2.1 Dados

Foram utilizados dados da estacdo meteoroldgica convencional da cidade de
Maringa - PR (Figura 8), compilados a partir das séries histéricas de precipitacdo men-
sais obtidas no Banco de Dados Meteorolégicos para Ensino e Pesquisa (BDMEP) do
Instituto Nacional de Meteorologia (INMET) 6rgdo responsavel pela coleta e disponi-

bilizacdo informacdes meteoroldgicas oficiais.

Dourados Pres. Péudeme

SAO PAULO

@ Carnginas
Séo Paulo
(o]

o
Londrina Po)
Sorocaba Santos
(e}

\zPoma Pora

Cascavel PARAN A

Curitiba
Foz,do lguagu 2
Joinville
o
Balneario
Cha{pecé SANTA Camponu

M ATADINA

Figura 8 — Localizac3o da estacao meteoroldgica convencional de Maringa - PR. Fonte:
Google Maps (2017).

Considerou-se como variavel de estudo o total de precipitacdo acumulada no
més, a fim de realizar a comparac3o entre duas distribuices propostas (Gama e Naka-
gami) para a explicacdo de tal fendmeno. Nos dados obtido do INMET encontram-se
disponiveis, de forma digital, apenas os registros mensais a partir do ano de 1961.

Entretanto, foram selecionadas as séries histéricas disponiveis no periodo entre janeiro
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de 1964 e dezembro de 2016, ja que entre os anos de 1961 e 1963 os registros da

estacdo convencional de Maringa foram realizados apenas para alguns meses.

As informacdes referentes aos volumes de precipitacao mensais ndao estavam
disponiveis para todos os meses do periodo considerado, sendo que no total, foram
utilizadas 527 observacdes, divididas em 12 séries mensais para o ajuste das distribui-

coes.

3.2.2 Distribuicoes

Para anélise da pluviosidade total mensal, utilizou-se a distribuicdo Gama, co-
mum no estudo de variaveis de precipitacdo, e a Nakagami. A seguir descreve-se as

distribuicGes objeto de estudo do presente trabalho.

3.2.2.1 Distribuicao Nakagami

Uma variadvel aleatéria ndo negativa X com distribuicio Nakagami tem, res-

pectivamente, funcdo de densidade e de distribuicdo escritas nas formas:

fz|O)= F(Q&) (g)axz"‘l exp {—gxﬂ (3.1)
F(z|®)=T <(;‘a;2 a, 1) , (3.2)

em que ® = (0, ) é o vetor de parametros, § > 0 o pardmetro de escala, « > 0.5
o parametro de forma, I' () a funcdo gama e I'(,a,b) é a funcdo de distribuicdo
acumulada de uma variavel aleatéria com distribuicio Gama com parametro de forma
a e escala b. Para a = 1, temos a distribuicio Half-Normal e, para a = 0.5, a
distribuicdo Rayleigh. A partir do método de transformacdo de varidveis aleatérias
mostra-se facilmente que se X ~ Nakagami(f,a) entdo Y = X? tem distribuicio

Gama com parametro escala g e forma a.
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3.2.2.2 Distribuicao Gama

Uma variavel aleatéria ndo negativa X com distribuicio Gama tem, respecti-

vamente, funcdo de densidade e de distribuicdo escritas nas formas:

flz]©)= MQ;M exp (-Zj) , (3.3)
Fele)=[ m;@xa_lexp (‘Z) | (3.4)

em que © = (0,«) é o vetor de parametros, § > 0 o pardmetro de escala, « > 0 o
parametro de forma, I () a funcdo gama. Para o = 1, temos a distribuicdo Exponencial

e, para « = n/2 e § = 2, a distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade.

3.2.3 Aplicacao do método PBC

Para realizar a aplicacdo do método PBC, utilizou-se as séries histéricas de
precipitacdo mensais da estacao convencional de Maringa. Foram realizadas M = 1000
iteracOes, sendo assim, as densidades empiricas das distribuicdes de AGOF; 5 foram
estimadas a partir de 1000 valores. Utilizou-se a estatistica XS como medida de GOF,

dada por:

Para descrever dados de precipitacdes, foram selecionadas as distribuices Gama
e Nakagami, comparadas por meio do método PBC. E importante enfatizar que a Gama
é a distribuicdo usada pelo INMET para a modelagem da precipitacdo. O algoritmo
para aplicacdo do método de discriminacdo foi implementado no ambiente estatistico

R (R Core Team, 2016), assim como todas as anélises realizadas.
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3.3 Resultados e discussao

Os resultados apresentados na Tabela 7 mostram que os maiores volumes s3o
observados entre os meses de dezembro e fevereiro, chegando a uma precipitacdo média
de 204 mm no més de janeiro. Em contrapartida, os meses de inverno (junho a agosto)
foram aqueles em que os menores volumes de precipitacdo média foram observados, e
para tais meses a precipitacao minima foi de 0 mm, indicando que houveram anos em

que nao ocorreu precipitacao nos meses em questao.

Tabela 7 — Medidas resumo das séries histéricas de precipitacao agrupadas por més,
da estacdo meteorolégica convencional de Maringd — PR, de 1964 a 2016.

Més n Média DP Ccv Mediana Minimo Maximo

Janeiro 45 204,01 91,83 45% 205,10 27,60 419,80
Fevereiro 45 191,30 99,66 52% 168,50 46,20 426,00
Marco 45 152,12 74,05 49% 130,50 33,60 340,00

Abril 44 11535 63,82 55% 104,75 1,00 346,30
Maio 43 115,99 93,56 81% 89,70 0,70 396,40
Junho 43 105,21 93,09 88% 92,380 0,00 396,70
Julho 43 70,53 69,83 99% 52,10 0,00 378,60

Agosto 42 5391 52,14 97% 38,95 0,00 219,80
Setembro 45 119,01 79,41 67% 94,00 21,40 319,60
Outubro 43 164,32 82,83 50% 142,10 45,00 345,60
Novembro 44 138,17 83,31 60% 114,45 26,20 369,60
Dezembro 45 176,64 72,28 41% 176,80 45,00 360,40

* n: nimero de observacdes; DP: Desvio padrdo; CV: Coeficiente de variac3o.

Observa-se uma grande variabilidade na distribuicdo dos volumes de precipita-
¢do, com coeficientes de variacdo chegando a 99% para o més de julho. Também se
nota que em geral, as distribuicdes dos volumes mensais de chuva (Figura 9) apresen-
tam assimetria a direita, com medianas inferiores as respectivas médias de precipitacao.
Também nota-se a presenca de alguns valores atipicos, sobretudo para os meses entre

abril e julho.
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Figura 9 — Box-plot das séries histéricas de precipitacao agrupadas por més, da estacdo
meteoroldgica convencional de Maringd — PR, de 1964 a 2016.

O algoritmo do método PBC, foi aplicado as séries histéricas de volumes de
precipitacdo de cada més da estacdo convencional de Maringa no periodo considerado,
resultando em 12 conjuntos de dados. Observa-se na Figura 10 que na maior parte
dos meses observados, a distribuicio Gama foi mais flexivel para o ajuste aos dados
obtidos pelo modelo concorrente, apresentando maior mimetismo. Também observa-
se que para trés quartos dos meses observados, o PBC indicou que a distribuicao
Nakagami se ajusta melhor aos dados, e além disso, nos meses de Junho e Julho, a

andlise isolada do KS apontou uma conclusio contréria.
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Figura 10 — DistribuicSes das diferencas de GOF obtidas pelo DIPBC aos dados men-
sais de precipitacao da estacao meteorolégica convencional de Maringa —
PR, de 1964 a 2016, para comparacao das distribuicdes Gama e Nakagami.

Ao contrério da distribuicio Gama, uma das mais utilizadas na modelagem de

dados climaticos, ainda é pequeno o niumero de aplicacoes da Nakagami a este tipo de

variaveis, sendo que em geral, a mesma € utilizada na area de engenharia de comunica-
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cbes (KARAGIANNIDIS; SAGIAS; MATHIOPOULOQS, 2007). Ressalta-se que qualquer

distribuicdo de probabilidade, com suporte nos nimeros reais positivos, pode ser uti-

lizada na descriciao do comportamento de séries climatolégicas, mas em se tratando
de séries de pluviosidade total diaria,decendial, mensal, entre outras, as distribuicoes
Weibull e Gama s3o as mais utilizadas (MAZUCHELI; EMANUELLI, 2015).

No presente estudo, observou-se que em oito das 12 séries histéricas conside-
radas, o critério de decisao do método PBC apontou que a Nakagami é a distribuicao
mais plausivel para a descricio do comportamento da varidvel de interesse. Ramos e
Moala (2014) também compararam distribuicSes utilizadas frequentemente em clima-
tologia (Gama, Weibull e Lognormal), com uma distribuicdo n3o usual (Exponencial
Geométrica Estendida), mostrando que distribuicdes menos usuais podem ser aplicadas

com sucesso em dados referentes a precipitacdo.

Um estudo recente, na andlise da pluviosidade total mensal, determinou que
a Nakagami foi a distribuicido mais apropriada em 34,43% das séries seguida por
29,72% e 22,88% pelas distribuicdes Weibul e Gama, respectivamente (MAZUCHELLI;
EMANUELLI, 2015). Outra modelagem de dados de precipitacdo mensal apresentou
resultados indicando que a distribuicdo Gama ajustou-se mais adequadamente que
as distribuicdes log-normal e Weibull (RODRIGUES; FILHO; CHAVES, 2013). Em
dados de chuva total anual, além da Gama, foram encontrados na literatura ajustes
satisfatorios para as distribuicdes Gumbel, Normal e Weibull (SILVA et al., 2013). No
entanto, nenhum deste trabalhos testou a caracteristica de mimetismo visando mostrar

os modelos mais simplistas. No presente estudo testou-se exatamente isso.

Com os dados observados foi possivel notar, que o viés causado pelo mimetismo
foi relativamente baixo para a maior parte dos meses, sendo que os maiores valores
do viés foram observados para os dados referentes a junho e agosto, meses nos quais
o PBC indicou a distribuicao, contrario ao apontado pela estatistica isoladamente,
favorecendo a escolha pela Nakagami. Como comentado anteriormente, a estatistica ,
uma medida de GOF, n3o considera a complexidade funcional das distribuicdes para

seleciona-las, tendendo a escolher distribuicGes mais complexas.

De um modo geral, distribuicoes complexas serdo capazes de imitar distribui-

¢oes mais simples. No entanto, o aumento da complexidade ndo aumenta necessari-
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amente o mimetismo. Assim, o DIPBC sé pode discriminar entre as distribuicbes na
medida em que estes sdo funcionalmente diferentes. Se uma distribuicdo é estrutural-
mente mais complexa, mas funcionalmente idéntica a uma distribuicdo mais simples,
a selecdo por esse método serd potencialmente enganosa (WAGENMAKERS et al.,
2004).

As areas sobrepostas entre as distribuicoes de AGOF" 5, que sao delimitadas
pelo critério definido como 6timo, representam a habilidade de mimetismo de cada
distribuicdo. Assim, observa-se que pelos resultados do PBC, a distribuicio Gama
exibiu maior flexibilidade na explicacao dos dados provenientes da Nakagami do que
o contrario. Ressalta-se que os resultados gerados pelo método sdo especificos aos

conjuntos de observacoes analisadas.

O PBC pode ser interpretado como uma implementacao frequentista do método
BPP (Bayesian posterior predictive p-values), usualmente utilizado para avaliar o ajuste
de distribuicGes. Ambos os métodos geram distribuicdes de valores de GOF esperados
para as distribuicoes sob consideracdo, que podem ser usadas para avaliar o mimetismo
ou a adequacao da distribuicdo. Entretanto, no procedimento BPP, a distribuicao para
gerar os dados simulados é explicitamente Bayesiano (WAGENMAKERS et al., 2004).

Se a distribuicdo dos parametros respectivos aos modelos obtida pelo Boots-
trap nao paramétrico é idéntica a distribuicdo a posteriori Bayesiana dos parametros,
os dois métodos produzem os mesmos resultados, sendo que a distribuicdo ndo para-
métrica tem vantagens praticas. Perturbando os dados, o Bootstrap aproxima do efeito
Bayesiano de perturbacao dos parametros, sendo normalmente muito mais simples de
se realizar (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2001).

3.4 Consideracoes finais

O desenvolvimento do presente trabalho permitiu a avaliacdo da utilizacdo de
um método recente de discriminacao de distribuicdes, o PBC, para o ajuste de variaveis
climatoldgicas, area na qual o método ainda nao foi explorado, de acordo com pesquisa
na literatura. Embora a Nakagami nao seja uma distribuicao usualmente utilizada para
o ajuste de variaveis climatolégicas, por meio da aplicacdo do método PBC a dados de

precipitacao reais, foi verificado que a mesma apresenta melhor ajuste se comparada
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a distribuicilo Gama para a maior parte dos meses considerados e que em geral, a
distribuicido Gama apresenta maior complexidade funcional em relacdo a Nakagami,

com maior viés de mimetismo para todas as séries histéricas consideradas.

Ainda, os resultados da aplicacdo do método indicaram a importancia da con-
sideracao do mimetismo na discriminacao entre distribuicdes, uma vez que justamente
para os casos em que foram observados os maiores valores de viés de mimetismo, o
PBC apontou uma conclusdo contraria a sugerida pela medida de qualidade de ajuste
utilizada, a estatistica . Tais constatacdes recomendam o método PBC para confrontar
duas distribuicGes levando em consideracao as respectivas complexidades funcionais,
se comparado aos critérios de GOF usuais. Entretanto, é preferivel que a discrimina-
cado entre distribuicdes seja baseada na aplicacdo de ambas as técnicas, jd que estas

avaliam diferentes questoes.

Diante da utilidade do PBC apresentada neste trabalho, torna-se evidente a
necessidade de sua exploracdo e aplicacdo em diversos contextos, sobretudo em clima-
tologia, destacando-se ainda a proposta de Schultheis e Naidu (2014), que apresentam
uma extensdo do PBC, denominada método MMPBC (Multi-Model Parametric Boots-
trap Cross-Fitting), que é aplicavel, em principio, a um nidmero arbitrario de modelos
concorrentes. Visto isso, a pesquisa pode ser continuada estendendo a comparacao

para outros modelos.
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CAPfTULO 4  —

APLICACAO DA DISTRIBUICAO
(GUMBEL BASEADA EM VALORES DE
RECORDES

Resumo

Este capitulo apresenta a caracterizacdo frequentista da distribuicio Gumbel
baseada apenas nos valores de recorde, que pode ser de grande utilidade n3o sé para
a estimacdo dos parametros da distribuicao quando apenas os valores de recorde sao
observados, mas também para a previsdo de recordes futuros. A metodologia foi apli-
cada a um conjunto de dados de precipitacoes mensais da estacdo meteorolégica de
Maringa - PR, observados entre 1964 e 2016. Foi verificado que, para alguns dos me-
ses considerados, o ajuste aos dados apenas com os valores de recorde foi satisfatério
quando comparado ao ajuste com os dados originais. Entretanto para alguns meses o
ajuste pelos recordes se mostra bastante distante da distribuicdo empirica dos dados,
assim como do ajuste por meio dos dados originais. Desta forma, a adocdo de outras

abordagens ou distribuicdes para o ajuste ao conjunto de dados deve ser considerada.

Palavras-chave: Recordes, Gumbel, Precipitacao.
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Abstract

This paper presents the frequentist characterization of the Gumbel distribution
based only on record values, which can be very useful not only for the estimation of
the parameters of the distribution, when only the record values are observed, but also
in the prediction of future records. The methodology was applied to a set of monthly
precipitation data from the meteorological station of Maringa - PR, observed between
1964 and 2016. It was verified that for some of the months considered, the fit to the
data with only the values of record was satisfactory when compared the fit with the
original data. However, for some months the fit for the records is quite different from
the empirical distribution of the data, as well as the fit by the original data. Thus, the
adoption of other approaches or distributions for fit the data set should be considered.

Keywords: Records, Gumbel, Precipitation.

4.1 Introducao

Em varias situacdes, apenas as observacdes que excedem o valor maximo atual
- ou aquelas que ficam abaixo do valor minimo atual - s3o registradas, sendo que essas
observacdes sao denominadas recordes. Os exemplos incluem meteorologia, hidrologia,
esportes e mineracdo. O teste de esforco industrial também é um exemplo no qual
apenas os itens mais fracos do que todos os itens observados sdo destruidos (AHMADI;
ARGHAMI, 2003).

Um recorde é um registro em uma série temporal que é maior (ou menor) do
que todos os registros anteriores. Nesse sentido, Wergen (2012) aponta que um recorde
é um valor extremo que é definido em relacdo a todos os valores anteriores na série de
tempo. O termo recorde deriva do latin recordari (lembrar), uma vez que um recorde
provavelmente sera lembrado pelos observadores, por geralmente se tratar de eventos

raros.

O esquema de recordes é um método para reduzir o tempo total no teste de uma
experiéncia (DOOSTPARAST; DEEPAK; ZANGOIE, 2013). Nesse esquema, os itens

sao observados sequencialmente e somente valores menores que todos os anteriores
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sao gravados. Em algumas situacdes, quando as experiéncias sdo demoradas ou os
itens sao perdidos durante sua execucdo, o esquema de recordes domina o esquema
de amostra aleatéria usual (DOOSTPARAST; BALAKRISHNAN, 2011). Entretanto o
interesse nesta area de pesquisa ndo é apenas na estimativa, mas também na previsdo
de recordes futuros (MBAH, 2007).

A previsdo estatistica de valores de recorde tem potenciais aplicacGes ambi-
entais que lidam, por exemplo, com saltos climaticos bruscos, como a previsao de
extremos de precipitacao, de niveis de dgua mais altos na superficie do mar ou de
recordes de temperatura do ar (MADI; RAQAB, 2004).

Chandler (1952) introduziu o estudo de valores de recorde, documentando
muitas de suas propriedades basicas. Os valores de recordes podem ser vistos como

estatisticas de ordem de uma amostra cujo tamanho é determinado pelos valores e
pela ordem de ocorréncia das observacdes (NAGARAJA, 1988).

O processo padrdo de valor de recorde corresponde a uma sequéncia infinita de
observagbes independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.). Uma observacdo X
sera chamada de recorde superior (ou simplesmente recorde) se seu valor exceder o de
todas as observacoes anteriores, isto €, X; é um recorde se X; > X; para todo i < j.
O mesmo raciocinio é utilizado para a definicdo de recordes inferiores (ARNOLD;
BALAKRISHNAN; NAGARAJA, 2011). Neste momento, serdo consideradas apenas
variaveis continuas, sendo que algumas adaptacoes devem ser consideradas ao se tratar

com variaveis de natureza discreta. Considere a seguinte definicdo de (MBAH, 2007):

Definicao: Seja X, X, ..., X,, uma sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d. com
func3o de distribuicdo acumulada F(x) e seja X,, = max{ Xy, Xo, ..., X,,} paran > 1.
Diz-se que X; € um recorde superior de X,,,n > 1se X; > X, 4, j > 1. Existe uma
definicdo andloga para os valores de recorde inferiores. Por definicdo, X; é um recorde

superior, bem como recorde inferior.

A definicdo acima da sequéncia de recordes supde implicitamente que a F'(x)
nao produzird nenhum recorde “inquebravel”. Por exemplo, ao lancar um dado, o re-
corde 6 é inquebravel, uma vez que n3o é possivel observar uma face com valor maior
que 6. Este ndo sera o caso se existir algum valor zg tal que F(z) — F(x9—) >0 e

F(z9) = 1, ou seja, se existe um maior valor real possivel que pode ser alcancado com
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probabilidade positiva pelos X;'s (ARNOLD; BALAKRISHNAN; NAGARAJA, 2011).

Dessa forma, considerando os valores de recorde superior X,,, n = 1,2, ..., que
se baseiam na sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d. X, X, ..., com uma funcao de
distribuicdo continua F'(x | #). Usando a definicdo X,, = M(T,,) e sendo M(n) =

max{Xi, ..., X,}, de acordo com Ahsanullah e Nevzorov (2015), pode-se escrever que:

P(X,<z) = i P(M(T,) <z |T,=m)P(T, =m)
P(X(n)<z)
= Z:: P(M(m) <z |T,=m)P(T, =m)

o

= ; P(M(m) < z)P(T,, = m)
= i F™(z)P(T,, = m)
= B(F(x))™

em que a expressdo correspondente para a funcdo geradora @Q,,(s) é dada por:

—log(1—s)

Qn(s) = ' / V" texp(—v)dv. (4.1)

Assim, tem-se que:

—log(1-F(x))

P(X, <zx)= =1 V" rexp(—v)dy, —o0o < 1 < oo,n = 1,2, ...

(4.2)

Se F (x| 0) é absolutamente continua, diferenciando-a, obtem-se a funcdo de

densidade de probabilidade correspondente f(z | 6):

[~ log(1 = F(z)"™

FX(e) | 6) = fla) 2

(4.3)
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Assim, de acordo com Arnold, Balakrishnan e Nagaraja (2011) a funcdo de

verossimilhanca baseada nos recordes é dada por:

L(© | ) = f(z, | @)ff[1 m. (4.4)

4.1.1 Revisao da literatura

A seguir, apresenta-se as principais distribuicdes, as abordagens e as aplicacGes
geralmente utilizadas nos trabalhos envolvendo a metodologia de recordes, levantadas

por meio de uma revisdo da literatura.

4.1.1.1 DistribuicGes

Na literatura, varios autores concentraram-se na obtencdo de estimadores de
varias distribuicoes com base em valores e tempos de recorde. Dentre elas cita-se
a distribuicdo de Gumbel (MOUSA; JAHEEN; AHMAD, 2002), distribuicio de Pa-
reto (MADI; RAQAB, 2004) e (DOOSTPARAST; AKBARI; BALAKRISHNA, 2011),
distribuicdo Weibull (SOLIMAN; ELLAH; SULTAN, 2006), distribuicdo exponencial
generalizada (MADI; RAQAB, 2007) e (DEY et al., 2013), entre outras.

A distribuicdo Weibull é relatada no trabalho de Soliman, Ellah e Sultan (2006),
no qual estimativas de maxima verossimilhanca (EMV) e Bayesianas baseadas em va-
lores de recorde sao derivadas para os dois parametros desconhecidos da distribuicao,
assim como para alguns parametros de tempo de sobrevivéncia e funcbes de confiabi-
lidade e risco, apontando que os resultados podem ser de interesse em uma situacao

em que apenas os valores de recorde s3o armazenados.

Outras contribuicdes, considerando a distribuicdo Weibull, foram propostas por
Teimouri e Nadarajah (2013) e Zakerzadeh e Jafari (2015). Os primeiros autores apre-
sentam EMV corrigidos por viés para os parametros de forma e de escala da distribuicdao
de Weibull, demonstrando seu desempenho superior. Ja os Gltimos autores propdem
métodos exatos e simples para testar e construir um intervalo de confianca para os pa-
rametros da distribuicdo Weibull, e para inferéncia sobre o parametro de forma, além
de apresentar uma abordagem generalizada para a inferéncia sobre o parametro de

escala.



Capitulo 4. Aplicacdo da distribuicdo Gumbel baseada em valores de recordes 62

Em Mousa, Jaheen e Ahmad (2002), os autores apresentam a estimativa Baye-
siana para os dois parametros da distribuicdo de Gumbel, obtida com base em valores
de recorde, além da previsdo, pontual ou intervalar, para futuros valores de recorde
inferiores, também a partir de um ponto de vista Bayesiano. A distribuicao Gumbel,
também conhecida como distribuicao valor extremo do Tipo |, também é caracterizada
no trabalho de Alzaid e Ahsanullah (2003).

A previsao Bayesiana de recordes de temperatura usando o modelo de Pareto é
abordada por Madi e Ragab (2004), que desenvolvem a distribuicdo preditiva Bayesiana
para recordes futuros e estabelece os correspondentes intervalos de maior densidade a
posteriori (HPD). A distribuicdo de Pareto também é o foco em Doostparast, Akbari e
Balakrishna (2011), no qual sdo desenvolvidos os EMV e estimadores Bayesianos dos

dois parametros da distribuicdo, com base em valores e tempos de recorde.

Uma previsdao Bayesiana de recordes de precipitacao de Los Angeles usando a
distribuicdo exponencial generalizada (GED) é apresentada em Madi e Ragab (2007),
que utilizam a amostragem de importancia para estimar os parametros do modelo, e
os amostradores de Gibbs e Metropolis—Hastings para implementar o procedimento de
predicdo. Ja o trabalho de Dey et al. (2013) concentra-se na inferéncia Bayesiana da
GED com base em valores de recordes inferiores, obtendo as EMV e as estimativas

Bayesianas dos dois parametros da distribuicdo.

Em seu trabalho, Ahmadi e Doostparast (2006) apresentam a estimacido e a
previsao Bayesiana para algumas distribuicGes de vida com base em valores recorde

superiores, incluindo Exponencial, Weibull, Pareto e Burr tipo XII.

Recentemente, Wang, Wang e Yu (2017) abordaram a inferéncia para a distri-
buicao de Kumaraswamy, com base nos valores de recorde, obtendo as EMV para os
parametros do modelo e construindo séries de intervalos de confianca exatos e regides

de confianca exatas.

Ainda, estimadores Bayesianos e nao-Bayesianos usando valores de recorde sdo
apresentados por Panaitescu et al. (2010) para a distribuicdo inversa modificada de
Weibull, por Nadar e Papadopoulos (2011) para a distribuicdo Burr tipo XII, por Muba-
rak (2011) para a distribuicdo de Fréchet, por Doostparast, Deepak e Zangoie (2013)

para a distribuicdo Lognormal e por Asgharzadeh et al. (2016) para a distribuicdo
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Lindley.

Com enfoque na caracterizacdo de classes gerais de distribuicoes baseadas na
propriedade de independéncia dos valores de recorde transformados, Juhas e SkFivan-
kova (2014) discutem exemplos de casos especiais de classes gerais como Gumbel,

Fréchet, Weibull, distribuicdes exponenciais e lognormal.

4.1.1.2 Abordagens

Como visto acima, uma grande quantidade de trabalhos foram desenvolvidos
considerando um enfoque Bayesiano para os problemas de estimacao e inferéncia ba-
seados em recordes, como em Mousa, Jaheen e Ahmad (2002), Ahmadi e Doostparast
(2006), Madi e Ragab (2007), Nadar e Papadopoulos (2011), Doostparast, Akbari e
Balakrishna (2011), entre outros. Nesses trabalhos sdo discutidos aspectos como as
distribuicdes a priori utilizadas, os métodos de amostragem e as funcoes de perda

utilizadas.

Também foram observados diversos trabalhos que comparam os resultados ob-
tidos por meio das abordagens Bayesiana e frequentista, que se utilizam em geral da
funcdo de verossimilhanca para derivacao dos resultados. Entre estes trabalhos cita-se:
Soliman, Ellah e Sultan (2006), Panaitescu et al. (2010), Dey et al. (2013) e Asghar-
zadeh et al. (2016).

Alguns trabalhos com enfoque n3o paramétrico para estimacao e inferéncia
baseada em valores de recorde sao encontradas na literatura. Em Ahmadi e Arghami
(2003), mostra-se como os valores de recorde podem ser usados para proporcionar
intervalos de confianca livres de distribuicdo para quantis e intervalos de tolerancia,
sendo que os resultados podem ser de interesse na situacao em que apenas os valores
de recorde sdo armazenados. Por outro lado, intervalos de predicdo ndo paramétricos

para futuros valores de recorde sdo construidos em Ragab (2009).

Ja no recente trabalho dos autores Ahmadi, Basiri e Kundu (2017), os inter-
valos de confianca para os quantis sdo construidos com base em recordes superiores e
inferiores interpolados e os intervalos de previsdo sao obtidos para futuros recordes su-
periores baseados em recordes superiores interpolados. Além disso, os limites superiores

para o erro de cobertura desses intervalos de confianca e de predicdo sdo derivados.
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4.1.1.3 Aplicacoes

Em vérios desses estudos, que buscam caracterizar distribuicGes, obter esti-
mativas, predicoes e desenvolver procedimentos de inferéncia baseados em valores de
recorde, sdo relatadas aplicacdes da metodologia considerando conjuntos de dados

reais de diversas areas.

Nos trabalhos de Soliman, Ellah e Sultan (2006) e Zakerzadeh e Jafari (2015),
que discutem aspectos da distribuicao Weibull, os autores se utilizam do mesmo banco
de dados, referente aos valores de recorde reais de um teste acelerado sobre o fluido
isolante. J& Teimouri e Nadarajah (2013) realizam aplica¢des a trés bancos de dados
de: tempos de itens testados até a falha; vidas em anos e tempos entre falhas, em

milhares de horas de bombas de reator secundario.

J& em Doostparast, Akbari e Balakrishna (2011), é analisado um conjunto
de dados sobre as embarcacdes anuais de uma amostra de trabalhadores da linha de
producdo em uma grande empresa industrial, utilizando os procedimentos propostos.
Enquanto que a aplicacdo apresentada em Wang, Wang e Yu (2017) utiliza os da-
dos mensais de capacidade de agua do reservatério de Shasta na Califérnia — EUA,

referentes ao més de fevereiro, durante o periodo de 1991 a 2010.

Também foram observadas algumas aplicacoes a dados que envolvem variaveis
climatolégicas. Um conjunto de dados que representa os valores recorde das tempera-
turas médias de julho em Neuenburg - Suica, é usado em Madi e Ragab (2004) para

7

ilustrar a aplicacdo ambiental do procedimento de previsao proposto.

Ainda, no trabalho de Ahmadi, Basiri e Kundu (2017), sdo realizadas aplicagGes
a dados reais: da quantidade de precipitacdo anual (em polegadas) registrada no Centro
Civico de Los Angeles durante o periodo de 1890 até 1989, das temperaturas diarias (em
graus Fahrenheit) registrados no National Center of Atmospheric Research (NCAR)
durante o ano de 2005.

Por fim, em Asgharzadeh et al. (2016) os autores analisam a precipitacdo anual
total (em polegadas) durante marco, registrada no Centro Civico de Los Angeles de
1973 a 2006.
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4.2 Objetivos

Diante do exposto, o presente trabalho tem por objetivo caracterizar a distri-
buicdo Gumbel, com base nos valores de recorde superiores, aplicando a metodologia
proposta para ajustar os recordes de precipitacdes mensais observadas na estacdo me-

teoroldgica convencional de Maringa - PR.

4.3 Materiais e métodos

4.3.1 Dados

Foram utilizados dados da estacdo meteorolégica convencional da cidade de
Maringd - PR (Figura 11), compilados a partir das séries histéricas de precipitacdo
mensais obtidas no Banco de Dados Meteoroldgicos para Ensino e Pesquisa (BDMEP)
do Instituto Nacional de Meteorologia (INMET), érgdo responsavel pela coleta e dis-

ponibilizacdo informacdes meteoroldgicas oficiais.
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Figura 11 — Localizacao da estacao meteorolégica convencional de Maringd - PR.
Fonte: Google Maps (2017).

Considerou-se como variavel de estudo o total de precipitacdo acumulada no

més, a fim de ajustar a distribuicao Gumbel para a explicacao de tal fendmeno, com
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base nos valores de recorde. Nos dados obtidos do INMET encontram-se disponiveis,
de forma digital, apenas os registros mensais a partir do ano de 1961. Entretanto
foram selecionadas as séries histéricas disponiveis no periodo entre janeiro de 1964
e dezembro de 2016, j4 que entre os anos de 1961 e 1963 os registros da estacdo

convencional de Maringa foram realizados apenas para alguns meses.

As informacdes referentes aos volumes de precipitacao mensais ndo estavam
disponiveis para todos os meses do periodo considerado, sendo que no total, foram

utilizadas 527 observacdes, divididas em 12 séries mensais para o ajuste da distribuicao.

4.3.2 Distribuicao Gumbel

Segundo Nadarajah (2006), a distribuicdo Gumbel é possivelmente a distribui-
cao estatistica mais amplamente aplicada para modelagem climatica. Diversos autores
utilizaram a distribuicio Gumbel nesse contexto, citanto a analise da temperatura mi-
nima mensal (BARBOSA et al., 2014), a anélise das precipitacdes maximas mensais
(SANTOS et al., 2014) e a anélise de méaximos diarios de velocidade do vento e (LISKA
et al., 2013).

Ainda, em estudo recente, Cremoneze (2015) aponta que, de acordo com a ava-
liacao das performances das generalizacoes da distribuicio Gumbel, ajustas as mesmas
séries climatoldgicas formadas pelos maximos mensais de precipitacdo nas estacoes
da regido sul do Brasil, verificou-se que a distribuicio Gumbel obteve melhor ajuste
segundo os critérios de discriminag¢do adotados: Informacdo de Akaike (AIC), Infor-
macdo de Akaike corrigido (AlCc) e Informacdo Bayesiana (BIC). Assim, distribuicdo
Gumbel padrdo, com 2 pardmetros, obteve melhor performance comparada as suas

generalizacoes.

Desta forma, a distribicdo Gumbel serad utilizada para o ajuste aos dados de

precipitacao mensal e de previsdes de recordes.

A distribuicdo Gumbel foi originalmente proposta por Fisher e Tippett (1928),
em que os autores definiram trés distribuicGes assintéticas de valores extremos, conhe-

cidas como Gumbel, Fréchet e Weibull ou Valor Extremo tipo I, Il e lll, respectivamente.
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A funcdo densidade de probabilidade da distribuicao Gumbel é definida por:

g

f(x|@)):(1fexp _ZE;H_eXp(_ZE—M)}’ (4.5)

em que ® = (u,0), sendo ;1 € R o pardmetro de locacdo e 0 > 0 o pardmetro de
escala. Desta forma, a média e a variancia de uma variavel aleatéria continua que segue

uma distribuicao Gumbel s3o dadas, respectivamente, por:

E(X)=p+~o, (4.6)
V(X) = 7:02, (4.7)

em que 7 é a constante de Euler, v ~ 0,5772 (PINHEIRO, 2013). A funcdo de

distribuicdo acumulada é escrita na forma:

F(z | ®) =exp {— exp (_x — ,uﬂ . (4.8)

g

Substituindo a funcdo densidade e a funcdo de distribuicdo acumulada dadas
em 4.5 e 4.8, respectivamente, na equacdo 4.4, a funcdo de verossimilhanca baseada

nos recordes é dada por:

- o—lm.ﬁleXp[ i — exp ( 1:[ 1 — exp[—exp (—2)]) "

em que z; = “~% e m € o nimero de recordes observados. Assim, o logaritmo da

funcao de verossimilhanca é dado por:

m—1

(O | X)= mloga—i—i [—zi —exp (—z)]— > log (1 —exp [—exp (—2z)]) (4.10)

i=1 =1
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Portanto o estimador de maxima verossimilhanca (EMV) do vetor de pardme-

tros ®, denotado por o, pode ser obtitido maximizando a equacao 4.10, com respeito
a 6.

A avaliacao dos ajustes da distribuicdo aos conjuntos de dados sera realizada
por meio das estatisticas Kolmogorov Smirnov (KS), Anderson-Darling (AD) e Cramér-
von Mises (CvM).

4.4 Resultados

Na Tabela 8, apresenta-se o nimero de observacdes n, o nimero de recordes m
e os valores dos recordes observados nas 12 séries histéricas de precipitacao agrupadas

por més, da estacdo meteoroldgica convencional de Maringd — PR, de 1964 a 2016.

Tabela 8 — Recordes das séries histéricas de precipitacdo agrupadas por més, da estacao
meteoroldgica convencional de Maringd — PR, de 1964 a 2016.

Outubro 43
Novembro 44
Dezembro 45

130,4 254,6 2646 277,6 34506
52,2 84,6 101,0 169,0 249,7 3060 3588 369,06
155,4 253,4 281,0 2842 3604

* n: nimero de observacdes; m: nimero de recordes.

Més n m Recordes
Janeiro 45 5 719 271,3 2874 3546 4198
Fevereiro 45 4 339,9 3590 362,6 426,0
Marco 45 7 130,5 1422 203,4 256,0 268,8 277,3 340,0
Abril 44 3 100,2 221,1 346,3
Maio 43 7 744 131,0 140,4 159,0 237,8 322,0 3964
Junho 43 4 119,0 279,2 332,8 396,7
Julho 43 7 60,4 78,0 108,0 126,7 148,7 2279 378,6
Agosto 42 5 87,1 89,3 139,3 152,6 219,8
Setembro 45 8 214 334 844 940 1624 212,7 3089 319,6
5
8
5

Observa-se que o nimero de observacdes caracterizadas como recordes varia
entre os meses, sendo que em Abril foram observados apenas 3 recordes, enquanto que

nos meses de Setembro e Novembro foram observados 8 valores de recorde. Apenas
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nos meses de Janeiro e Fevereiro os recordes observados ultrapassam os 400 mm, ao

passo que para Agosto, o0 maximo observado foi de 219,80 mm.

Utilizando apenas os valores de recorde apresentados na Tabela 8, ajustou-se a
distribuicdo Gumbel, obtendo-se os EMV por meio da funcao descrita na equacdo 4.10.
Os resultados deste ajuste e do ajuste aos dados originais, assim como a distribuicdo

empirica da precipitacdo mensal, sao apresentados na Figura 12.



Capitulo 4. Aplicacdo da distribuicdo Gumbel baseada em valores de recordes 70

Janeiro 0.005 Fevereiro Marcgo
0,005 1 ] ’ F 0,006 1
0.0041 0,004
0,003 / 0,003 0,004
0,002 N 0,0021 — 0.002.
0,001 0,001 L Sl \:
0,000+ 0,000+ 0,000+
Abril Maio Junho
— 0,006 —= —
0,008 1 ' ]
f\ 0,006
] ~
0,0061 f) 0,004 0.004-
0,004 4
= 0,002 1
0,002 0.0021 14
o)
0,000+ 0,000+ 0,000+ Ajuste
o g
‘B Julho Agosto Setembro — Original
GC) 0,0100 — — — Records
a 0,020
0,0075 0,009
0,015+
0,0050+ 0,006+ 0,0101
0,0025 1 0,003 / 0,005
0,0000+ 0,000+ 0,000+
Outubro Novembro Dezembro
0,006 —
0,006 1
0,004 4 0,004
0,004 4
IR ||
0,002 0,002 0,002
0,000+ o o o T =] 0,0001 o o o o -1 0,0001; o o o 0 i
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Precipitacéo Total

Figura 12 — Histograma e ajuste da distribuicao Gumbel por meio dos dados originais
e dos valores de recorde, as séries histéricas de precipitacdo agrupadas por
més, da estacdo meteorolégica convencional de Maringd — PR, de 1964 a
2016.

Pela Figura 12, nota-se que os ajustes obtidos por meio dos valores de recorde
sao bastante préximos dos ajustes obtidos por meio dos dados originais para os meses
de Maio e Julho. J4 para os meses de Fevereiro e Setembro, o ajuste pelos recordes se
mostra bastante diferente da distribuicao empirica dos volumes mensais de precipitacao,

assim como do ajuste por meio dos dados originais.
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A Tabela 9 apresenta as estimativas e erros padrdes (E.P.) dos pardmetros e das
medidas de GOF do ajuste da distribuicdo Gumbel, por meio dos valores de recorde
das séries histéricas de precipitacdo agrupadas por més, da estacao meteoroldgica
convencional de Maringa — PR, de 1964 a 2016.

Tabela 9 — Estimativas dos parametros e medidas de GOF do ajuste da distribuicao
Gumbel por meio dos valores de recorde, as séries histéricas de precipitacao
agrupadas por més, da estacao meteorolégica convencional de Maringa —
PR, de 1964 a 2016.

Més i (E.P.) 5(EP) KS AD CwM
Janeiro 97,81 (61,04) 65,76 (26,89) 0,382 15304 2,720
Fevereito 340,74 (18,69) 19,31 (9,11) 0852 — 10,107
Marco 130,38 (27,31) 28,63 (10,42) 0,242 18,615 0,930
Abril 121,84 (68,19) 72,87 (37,49) 0,200 7,077 1,406
Maio 78,01 (40,93) 42,39 (15,17) 0,155 4,034 0311
Junho 142,81 (59,72) 64,24 (28,88) 0,457 37,859 4,160
Julho 50,28 (42,24) 42,23 (15,40) 0,150 1570 0,311
Agosto 82,66 (24,42) 25,26 (10,76) 0,576 134,900 5,145
Setembro 17,00 (34,36) 35,42 (12,09) 0,494 40,516 5,656
Outubro 146,12 (37,65) 40,56 (16,54) 0,272 14,054 1,030
Novembro 53,04 (36,06) 37,44 (12,80) 0,408 22,067 3,238
Dezembro 169,26 (35,61) 38,29 (15,58) 0,234 15534 0,495

* E.P.: Erro Padrio.

Nota-se que mesmo para 0s meses que apresentaram ajustes préximos a distri-
buicao empirica, os erros padroes dos estimadores sao relativamente altos. Em relacdo
as medidas de qualidade de ajuste, os resultados corroboram o exposto na Figura 12,
sendo que o ajuste para os meses de Maio e Junho foram os que apresentaram as

menores medidas, indicando um melhor ajuste.

N3o foi observada uma relacdo clara entre o nimero de valores de recorde
observados e a qualidade do ajuste da distribuicio Gumbel com base nesses, visto que,
tanto entre os piores quanto entre os melhores ajustes, haviam meses com poucos e

muitos recordes observados.
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4.5 Consideracoes finais

Com o presente trabalho foi avaliada a utilizacdo do esquema de recordes
para o ajuste de varidveis climatoldgicas, especificamente para o volume mensal de
precipitacdo, considerando a distribuicdo Gumbel. Foi verificado que para alguns dos
meses considerados, o ajuste aos dados apenas com os valores de recorde foi satisfatério
quando comparado ao ajuste com os dados originais. Entretanto para alguns meses o
ajuste pelos recordes se mostra bastante diferente da distribuicao empirica dos volumes

mensais de precipitacdo, assim como do ajuste por meio dos dados originais.

Embora seja levantada a hipétese de que o nimero de recordes ou mesmo de
observacoes possa ser um dos motivos para o ajuste precario da distribuicao Gumbel
aos dados, considerando apenas os valores de recorde, tal relacdo nao foi verificada na
aplicacao realizada, visto que, tanto entre os piores quanto entre os melhores ajustes,

haviam meses com poucos e muitos recordes observados.

Desta forma, levanta-se a abordagem Bayesiana para a estimacao dos parame-
tros da distribuicio Gumbel ou até mesmo a consideracdo de outra distribuicao, como
a Nakagami, possa apresentar melhores resultados, sendo que tais propostas podem

ser consideradas no desenvolvimento de trabalhos futuros.

Assim, considerando ndo sé a aplicacao do esquema de recordes para o ajuste
a uma variavel aleatéria para a qual apenas os recordes s3o registrados, o esquema de
recordes apresenta grande utilidade na previsao de recordes futuros, aspecto que ainda

pode ser explorado em trabalhos futuros.
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