Universidade Estadual de Maringa
Departamento de Estatistica

Programa de Pos-graduacao em Bioestatistica

Patricia Stllp

Diagndstico de Influéncia Local no modelo
Poisson-Exponencial

Ei Maringa — PR
07 de junho de 2019




Patricia Stllp

Diagndstico de Influéncia Local no modelo
Poisson-Exponencial

Dissertagdo apresentada ao Programa de
Pés-Graduacao em Bioestatistica do Centro
de Ciéncias Exatas da Universidade Estadual
de Maringd, como requisito para obtencao do
titulo de Mestre em Bioestatistica.

Orientador: Prof. Dr. Carlos Aparecido

dos Santos
Coorientador: Prof. Dr. Willian Luis de
Oliveira

Universidade Estadual de Maringa - UEM
Departamento de Estatistica - DES

Programa de P6s-Graduagao em Bioestatistica

Maringa — PR
07 de junho de 2019



Dados Internacionais de Catalogacdo-na-Publicacédo (CIP)

(Biblioteca Central - UEM, Maringé — PR., Brasil)

5934d

Stiilp, Patricia
Diagndéstico de influéncia local no modelo

Poisson-Exponencial / Patricia Stup. -- Maringéa,
2019.
58 £f. : il. col., figs., tabs.

Orientador: Prof. Dr. Carlos Aparecido dos
Santos.

Co-orientador: Prof. Dr. Willian Luis de
Oliveira.

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual de
Maringa, Centro de Ciéncias Exatas, Departamento de
Estatistica, Programa de Pb6s-Graduacéao em

Bioestatistica, 2019

1. Modelos Dbivariados. 2. Variaveis respostas
discretas e continuas. 3. Analise de residuos. 4.
Influéncia global. 5. Influéncia local. I. Santos,
Carlos Aparecido dos, orient. II. Oliveira, Willian
Luis de, co-orient. III. Universidade Estadual de
Maringa. Centro de Ciéncias Exatas. Departamento de
Estatistica. Programa de P6s-Graduacéao em
Bioestatistica. IV. Titulo.

CDD 21.ed. 519.5

AHS-CRB-9/1065




PATRICIA STULP

Diagnostico de influéncia local no modelo de Poisson-Exponencial

Dissertagdo apresentada  ao  Programa de  Pos-
Graduagdo em Bioestatistica do Centro de Ciéncias
Exatas da Universidade Estadual de Mannga, como
requisito parcial para a obtengdo do titulo de Mestre em
Bioestatistica.

BANCA EXAMINADORA

R«

/

Prof. Dr. Carlos Aparecido dos Santos

Universidade Estadual de Maringa - PBE/UEM

Dotitilenns

Pgn} Dr.\Vanderly Janeiro
Universidade Estadual de Maringa — PBE/UEM

Prof. D¥fernando Antonio Moala

Universidade Paulista ESP/Presidente Prudente-SP

Maringd, 07 de junho de 2019.




Dedico este trabalho aos meus pais e irmao.



Agradecimentos

A concretizagao deste trabalho se deu pelo apoio, auxilio, compreensao e dedica-
cao de varias pessoas. Meu agradecimento a todos que, de alguma forma, contribuiram
para a conclusao deste trabalho e, de uma maneira especial, agradeco:

e a Fundacéao Araucaria, pelo apoio financeiro;

e a Universidade Estadual de Maringd, pela acolhida, infraestrutura e por disp6r de
funcionarios tao queridos;

e aos professores do Programa de P6s Graduacdo em Bioestatistica, por todos os
ensinamentos e conselhos;

e a0 professor orientador deste trabalho, professor Carlos, e em especial ao professor
coorientador, professor Willian, por todas as instrugdes, dedicacdo, compreensao,
paciéncia e pelas pessoas humanas e incentivadoras que mostraram ser. Os meus
votos de felicidades e béncaos de Deus em suas vidas;

e a banca examinadora deste trabalho, pelas contribuigdes;

e a0s meus colegas do mestrado, Everton, Jéssica, Ménica, Naiara, Roney, Talita e
Vinicius, pelos momentos compartilhados durante o periodo de mestrado e amizade
formada. Desejo que cada um seja muito realizado nas suas escolhas. De maneira
especial, agrade¢o ao amigo e colega da turma 2018, Lucas, e as colegas Naiara e
Talita, pelo incentivo, pelas alegrias e sobretudo agrade¢o a amizade estabelecida.
Vocés sdo muito especiais e os tenho em meu coracgéo;

e as gurias que moram comigo, pela compreensao nos momentos de dificuldade, pelas
conversas e companheirismo. De maneira toda especial, agradeco a Isabele, por ser
uma pessoa tao iluminada, por ter me acolhido tdo prontamente e por ter se tornado
essa amiga tao querida;



e a0s meus pais, Marcia e Marino, e ao meu irmao Cristiano, por me disponibilizarem
esta formagao, por todo amor e dedicacdo. Quero um dia retribuir tudo o que ja
fizeram por mim;

e a0S meus amigos, os de longe e os de perto, e aqueles que de alguma forma fazem
parte da minha vida e que sédo essenciais para eu ser, a cada dia dessa longa jornada,
uma pessoa melhor;

e a Deus, pelo dom da vida e por todas as béngaos recebidas.



Resumo

Este trabalho propde um modelo bivariado para variaveis resposta discreta e continua,
sendo que a resposta discreta segue uma distribuicdo Poisson e a resposta continua, con-
dicionada a discreta, segue uma distribuicdo Weibull com parametro de forma fixado em
1 (ou seja, distribuicdo Exponencial). E estabelecida uma estrutura de dependéncia entre
as variaveis respostas, que depende das médias marginais, da variavel resposta discreta
e de uma medida de associagdo entre as variaveis respostas, e sdo assumidos conjun-
tos de covariaveis que se relacionam as médias marginais através de funcdes de ligacao.
Para a analise de residuos, foram analisados os residuos ordinarios padronizados e os
residuos quantis normalizados aleatorizados. Quanto a verificagdo de possiveis observa-
coes influentes, foram realizadas duas analises: global e local. A primeira analise exclui
a observacao candidata a influente e analisa os dados com essa observacgao deletada, e
a segunda analise realiza pequenas perturbagdes no conjunto de dados ou nas variaveis
explicativas ou nas variaveis respostas, a fim de verificar as modificagdes ocorridas.

Palavras-chave: Modelos bivariados, variaveis respostas discretas e continuas, analise de
residuos, influéncia global, influéncia local.



Abstract

This work proposes a bivariate model for discrete and continuous response variables,
where the discrete response follows a Poisson distribution and the continuous response,
conditioned to the discrete, follows a Weibull distribution with a shape parameter set to 1
(ie Exponential distribution). A dependence structure is established between the response
variables, which depends on the marginal means, the variable discrete response and a
measure of association between the response variables, and covariate sets are assumed
that relate to the marginal means through link functions. For the residual analysis, we ana-
lyzed the standardized residuals and randomized quantile residuals. As for the verification
of possible influential observations, two analyzes were performed: global and local. The
first analysis excludes the influential candidate observation and analyzes the data with this
deleted observation, and the second analysis performs small disturbances in the data set
or in the explanatory variables or the response variables in order to verify the modifications
that have occurred.

Keywords: Bivariate models, discrete and continuous responses, residual analysis, global
influence, local influence.
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Introducao

A modelagem estatistica se apropria de expressdes matematicas a fim de explicar
fendbmenos que ocorrem no dia-a-dia. Em muitos casos, os modelos matematicos sao sufi-
cientes para explicar um grande namero de situagdes, mas muitos fendmenos necessitam
de modelos probabilisticos, que sdo modelos aplicaveis cujos resultados de experimentos
futuros sdo desconhecidos. Os modelos probabilisticos sdo utilizados nas mais diversas
areas, simplificam a realidade dos dados ao passo que apresentam suas principais carac-
teristicas. Por exemplo, é necessario apropriar-se de um modelo probabilistico a fim de
buscar informacdes acerca da precipitacdo de chuva que cai em uma determinada loca-
lidade, a ponto de poder explicar a situagdo mais rigorosamente, embora se dispunha de
instrumentos para registrar a precisdo e fornecer informagdes valiosas.

No exemplo acima, a variavel de interesse é somente a precipitacdo de chuva,
mas ha situagbes em que se admitem dois resultados possivel como resposta, uma vez
que as observacdes acontecem simultaneamente, como, por exemplo, gastos médicos dos
pacientes no periodo de internacgao e a utilizacao, ou nao, do centro cirargico (OLIVEIRA;
DINIZ; DURBAN, 2018) e efeitos da dosagem de etilenoglicol (EG) no peso fetal de um rato
e a ma formacéao ou nao do recém nascido (FITZMAURICE; LAIRD, 1995). Nesses casos,
€ possivel fazer uma analise dos dados de forma independente ou levar em consideragao
a relacao entre as duas respostas, o que é preferivel, pois a anélise gera resultados mais
proximos a realidade. Nesse caso, apropria-se de um modelo bivariado com uma estrutura
de dependéncia entre as respostas.

Dentre os tipos de modelos bivariados, encontram-se modelos cujas respostas séo
ambas discretas, ambas continuas ou ainda modelos cujas respostas sdao mistas, uma
discreta e outra continua. Acerca de modelos bivariados com respostas discretas, Jung e
Winkelmann (1993) utilizam um modelo de Poisson para o estudo da distingdo de dois tipos
de mobilidade de trabalho, emprego direto a mudangas de emprego (que sdo assumidas
como voluntarias) e mudancas de emprego depois de passar por um periodo de desem-
prego (assumido como involuntario). Ophem (1999) apresenta um método para estimar
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variaveis aleatérias discretas correlacionadas da distribuicdo Poisson em dados recreati-
vos holandeses. Berkhout e Plug (2004) introduzem um modelo que permite uma estrutura
de correlagdo mais flexivel e Khafri, Kazemnejad e Eskandari (2008) apresentam uma ana-
lise de dados de fertilizagao in vitro em casais inférteis, utilizando um modelo de Poisson
bivariado, além de uma analise Bayesiana para a estimacao de parametros.

No que trata de modelos bivariados com respostas continuas, Scollnik (2002) ana-
lisa dois modelos de regresséo para dados bivariados, utilizando, num primeiro momento,
um modelo de Pareto-Gama e, num segundo, um modelo de Pareto bivariado. Ja Song,
Barnhart e Lyles (2004) estimam a correlagao entre variaveis respostas de uma pesquisa
sobre HIV através de equagdes de estimacao generalizadas.

Os primeiros trabalhos encontrados na literatura referentes a modelos bivariados
com resposta mista sdo: Tate (1954), que trabalha com um modelo Bernoulli-Normal num
problema no campo da psicologia, Olkin, Tate et al. (1961), que consideram o modelo ado-
tado por Tate (1954) e estendem para uma versado multivariada, Little e Schluchter (1985),
que trabalham com uma classe de modelos graficos com base na distribuicao Normal con-
dicionada, Lauritzen e Wermuth (1989), que com uma extensdao do modelo de Olkin, Tate
et al. (1961), apresentam procedimentos de maxima verossimilhanga na analise de dados
mistos continuos e categéricos, com valores faltantes, considerando um modelo Normal
multivariado para a variavel resposta continua e um modelo Poisson/Multinomial para os
dados categoricos, e Fitzmaurice e Laird (1995), que também apresentam uma extensao
do modelo de Olkin, Tate et al. (1961), com a vantagem dos parametros terem interpretacao
marginal e das estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros serem consisten-
tes, mesmo que a associagao entre as variaveis respostas nao seja especificada.

Além dos ja citados acima, Yang et al. (2007) apresentam um modelo na qual a
variavel resposta discreta é assumida seguindo distribuicdo de Poisson, sendo que o mo-
delo inicial & também estendido para dados longitudinais. Prado et al. (2013) apresentam
um modelo Bernoulli-Exponencial com abordagem Bayesiana para a estimacao dos para-
metros e Oliveira, Diniz e Durban (2018) propéem uma classe ampla e geral de modelos
de regressao bivariados com respostas mistas, cuja variavel resposta discreta pertencente
a familia exponencial uniparamétrica ou biparamétrica, enquanto que a variavel resposta
continua, condicionada a variavel resposta discreta, pertencente a familia exponencial uni-
paramétrica ou biparamétrica.

Existem alguns métodos que podem ser utilizados na construgcao de modelos biva-
riados, tais como o método da fatoracdo, método de transformagdo marginal, método de
construgao via copulas, método de mistura e combinagdo (BALAKRISHNA; LAI, 2009). No
caso de modelos bivariados com resposta mista, tem-se apropriado muito do método da
fatoragcdo, na qual a funcao conjunta é escrita como o produto da distribuicao marginal pela
distribuigao condicional.
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Muitas vezes, o conjunto de dados utilizado para o modelo proposto pode apresen-
tar observacoes atipicas que influenciam no ajuste final, gerando resultados equivocados.
Dessa forma, apos a escolha de um modelo, € necessario verificar essas possiveis obser-
vagodes, realizando uma analise de diagndstico.

Uma das técnicas utilizadas para esta finalidade é a técnica de diagnéstico global,
baseada na exclusdo de casos. Esta é apresentada por Cook (1977), Cook e Weisberg
(1982) e Belsley, Kuh e Welsch (2005), e consiste em ajustar novamente o modelo pro-
posto, desconsiderando uma das observagdes (uma de cada vez) e verificar as mudancgas
ocorridas nos resultados das analises do modelo. Além dessa, Cook (1986) propés uma
nova metodologia de diagndstico com o enfoque local, baseada em avaliar as influéncias
sob pequenas perturbag¢des, no modelo ou nos dados.

Segundo Verbeke e Molenberghs (2000), o que motivou Cook nos seus estudos so-
bre avaliacao de influéncia local foi uma famosa citacao de George Box, o qual afirma que
todos os modelos estatisticos estao errados, e que apenas alguns sao Uteis. Cook afirma
que se mostram mais confidveis os modelos que se apresentam relativamente estaveis sob
pequenas modificagoes.

O processo de diagndstico local esta relacionado ao afastamento da verossimi-
Ihanga do modelo perturbado com o modelo postulado e a metodologia pode ser aplicada
a uma grande variedade de modelos estatisticos. De forma especial, aplica-se bem a mo-
delos de regressao, uma vez que o requisito para utiliza-la é possuir funcao de verossimi-
lhanca especifica do modelo.

Dentre os diversos trabalhos encontrados na literatura que utilizam da metodologia
de Cook (1986), destacam-se Thomas e Cook (1989), os quais utilizaram a metodologia
para modelos lineares generalizado, e Paula (1993), que utiliza a técnica de influéncia local
com o espago paramétrico restrito em modelos de regresséo linear. Outros trabalhos que
se apropriam de tal assunto e que podem ser conferidos sdo: Pettit (1986), que utiliza a me-
todologia na escolha do modelo bayesiano, Escobar e Jr (1992), que avaliam a influéncia
na analise de regressao com dados censurados, Zhu et al. (2001), que utilizam medidas
de exclusdo de casos para modelos com dados incompletos, Lee e Xu (2004), que utilizam
a metodologia em modelos de efeitos mistos n&o lineares, Russo (2010), que utiliza a me-
todologia em modelos nao lineares elipticos para dados correlacionados, e Andrade et al.
(2016), que utiliza um banco de dados com réplicas balanceadas.

Além da metodologia proposta por Cook (1986), Zhu et al. (2007) propde, a partir
desta, uma nova metodologia a fim de verificar a adequacéao da perturbacao, uma vez que
perturbar o modelo ou os dados de forma arbitraria pode conduzir o estudo a resultados
equivocados. Os autores sugerem medir a quantidade de perturbacao, a extensdao com que
cada entrada do vetor de perturbagéo contribui, além do grau de ortogonalidade, uma vez
que os elementos do vetor de perturbacdo podem néo ser ortogonais entre si. Zhu et al.
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(2007) afirmam que, como as entradas de um vetor de perturbacdo podem nao ser ortogo-
nais, um cuidado especial deve ser tomado quanto a interpretacao acerca das medidas de
influéncia local de tal perturbagdo. No caso da perturbagdo ndo atender as condi¢des da
metodologia de avaliacdo, os autores propde um novo vetor de perturbacao, de tal forma
que seus elementos sejam nao correlacionados.

Dada a importancia da modelagem de dados bivariados, é importante que se dis-
punha de modelos dessa natureza para aplicacdes de conjuntos de dados reais. Dessa
forma, este trabalho tem por objetivo apresentar uma proposta de modelo bivariado com
respostas mistas, considerando-se uma variavel resposta discreta que segue uma distribui-
cao Poisson e uma variavel resposta continua, condicionada a variavel resposta discreta,
que segue uma distribuicdo Weibull com parametro de forma fixado em 1. Nesse caso, a
variavel resposta condicionada segue uma distribui¢do Exponencial.

Neste sentido, no primeiro capitulo sdo apresentados trés modelos bivariados com
respostas mistas, retirados da literatura, e é feita uma abordagem sobre a metodologia
de influéncia global (COOK, 1977) e local (COOK, 1986). O segundo capitulo trata da
realizacdo de um estudo de simulagao para verificar o ajuste do modelo quanto ao viés, raiz
quadrada do erro quadratico médio, desvio padrdo, medidas dos erros padrao assintéticos
e probabilidade de cobertura, para varios tamanhos de amostra. E por fim, com o objetivo
de avaliar os pressupostos do modelo, o capitulo trés apresenta duas analises de residuos
que foram realizadas, bem como alguns esquemas de perturbagao para verificar a eficacia
da metodologia de influéncia global e da metodologia de influéncia local, mencionadas
anteriormente.
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I Capitulo 1 ——————————

Modelagem

A modelagem de dados bivariados com respostas mista discreta e continua da
origem a dois possiveis tipos de modelos, dependendo se a variavel de condicionamento é
a variavel resposta discreta ou continua. No caso da variavel resposta Y; provir de alguma
distribuicéo discreta, por exemplo, entdo a variavel resposta condicionada, X; | Y;, sera
uma variavel resposta continua. Nesse tipo de modelagem também € natural usar funcoes
de ligacao para relacionar a esperanca marginal das variaveis respostas a um conjunto de
covariaveis, podendo ser utilizada qualquer fungéo de ligacao.

Ja a dependéncia entre as duas variaveis respostas € inserida no modelo através
de uma estrutura de dependéncia, que € determinada pela média condicional e denotada
por \; = E(X; | ;). Além disso, essa estrutura de dependéncia é relacionada as médias
marginais, a variavel resposta discreta e a um parametro v (que é uma medida de asso-
ciacao entre as variaveis respostas, podendo ela ser o coeficiente de correlagao) através
de uma fungéo h(-) tal que A\; = h(y;, piy, iix,7y). A escolha de h(-) deve ser tal deve per-
tencer ao espago paramétrico e E()\;) = ., uma vez que deve satisfazer a propriedade
EE(X; |Y:)) = E(X;), com E(X;) = .

A fim de obter a expressédo da funcédo conjunta do vetor de resposta, basta fazer
o produto da distribuicdo marginal de uma das respostas pela distribuicao condicional da
resposta restante dada a outra resposta. Esse procedimento é conhecido como método de
fatoragéo.

1.1 Modelos Bivariados Mistos

Nesta sec¢do, serdo apresentados alguns modelos de distribuigdes bivariados com
respostas mistas, como por exemplo, “Regression Models for a Bivariate Discrete and Con-
tinuous Outcome with Clustering”, de Fitzmaurice e Laird (1995), “Regression models for
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mixed Poisson and continuous longitudinal data", de (YANG et al., 2007), e “A class of bi-
variate regression models for discrete and/or continuous responses", de Oliveira, Diniz e
Durban (2018).

1.1.1  Modelo de Fitzmaurice e Laird (1995)

O modelo introduzido por Fitzmaurice e Laird (1995) foi motivado por problemas
estatisticos que surgiram a partir da anélise de dados de um experimento de peso fetal
e toxicidade desepitelial por ma formacgao do etileno glicol em camundongos. Neste es-
tudo, uma quantidade crescente de doses de uma substancia quimica foi administrada em
fémeas gestantes durante o periodo de maior organogénese. Apds a morte do animal, o
conteudo uterino foi avaliado quanto ao numero de locais de implantagdo, ébitos fetais e
fetos vivos. Cada feto vivo foi examinado em busca de evidéncias de ma formagao, assim
como o peso fetal também foi registrado para cada feto vivo. Uma das principais questoes
de interesse cientifico era determinar os efeitos da dose no peso fetal e na ma formagao.

Neste trabalho, os autores discutiram os métodos de regressao para a analise con-
junta de resultados discretos e continuos bivariados. Concentraram-se em modelos de
regressao marginal, cuja esperan¢a marginal do vetor de resposta esta relacionada a um
conjunto de covariaveis por algumas funcdes de ligacao. Os parametros de regressao para
a esperanga marginal sdo de interesse primario, em comparag¢ao ao parametro de associ-
acao entre a resposta discreta e continua.

A variavel resposta discreta € representada pela ma formacao e provém de uma
distribuicao Bernoulli, visto que aceita resposta binaria, enquanto que a variavel peso, con-
dicionada a méa formacao, representa a variavel resposta continua e segue uma distribuicao
Normal.

Seguem as funcdes utilizadas na modelagem.

Seja, Y; é uma varidvel discreta tal que Y; ~ Bernoulli(x;y ), em que p;y € a média
deY;, =1, --- ,n. Como a distribuicdo Bernoulli pertence a familia exponencial, pode-se
reescrevé-la de tal forma que

0, = log (ﬁiy) , b(6;) =log(1+exp(6;)), alp)=1 e c(y;,¢)=0.

A fungao de variancia é dada por Var(j;y ) = piy (1 — piy ).

Assumindo que um conjunto de p covariaveis z;i, zi2, - - - , 2;p €Steja disponivel para
predizer Y;, entdo
Ny = Po+ Brza + -+ Bpzip = Zin By

naqual, 8;,7 =1,--- ,p sao os coeficientes de regressao.
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Assumindo também que ¢;(-) é uma fungdo de ligagdo candnica para o modelo
Bernoulli, ou seja

91(piy) = log ( Hiy ) = iy
I — iy

tem-se
exp(niv)

. — -1 . =
v = g (1iv) 1+ exp(niy)

Seja também X, uma variavel continua tal que X; | Y; = y; ~ N(a4,0?), em que
a; € a média e 0? é a varianciade X; | Y; = v;, i = 1,--- ,n. A fungdo densidade de
X; | Y; = y; é escrita na forma da familia exponencial, na qual

v? 1 1 1 1 122
i =, U(v) =, =—=—= e (w,p)=—5log(2 -5
= V)= =, @ Clang) = —glogleme) - 57
A funcéo de variancia é dada por Q(«;) = 1.
Considerando que o mesmo conjunto de covariaveis z;, z;2, - - - , 2 esteja disponi-

vel para predizer X;, entao

Nix = 00+ 0121 + - 4+ 0pzip = Zin Ay

Assume-se que ¢g»(-) e g3(-) séo fungdes de ligacdo identidade e que hs(-) seja
dada por
s (Yis piy s pix, ) = pix + (Y — piy) = 1.

Logo, a; = pix + y(yi — pix)-

Note que E(«;) = E[uix +v(yi — ix)] = E[pix| = pix, indicando que as escolhas
de gs3(+) e hs(+) estdo coerentes com a constru¢do do modelo.

1.1.2 Modelo de Yang et al. (2007)

A motivagédo dos autores com esse trabalho foi a partir do estudo de coorte da
base de dados da cistite intersticial, cuja doenga é caracterizada por sintomas em pelo
menos um dos trés fatores: dor na regiao pélvica ou da bexiga, urgéncia (pressao para
urinar) e frequéncia de micg¢ao. Este estudo de coorte contém dados longitudinais sobre
dor, urgéncia e frequéncia urindria e para cada individuo, o escore de dor, de urgéncia e de
frequéncia urindria estdo associados a covariaveis que foram observados em momentos
diferentes, na qual a variavel resposta frequéncia urinaria é discreta e escore de dor e
urgéncia urinaria sdo continuas.

A partir disso, o objetivo dos autores foi desenvolver modelos de regressao para
avaliar a influéncia das covariaveis nas respostas e investigar a correlagdo que muda ao
longo do tempo entre a variavel resposta continua, ou escore de dor ou escore de urgéncia
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urinaria, e a variavel resposta discreta. Para isso, apropriaram-se da distribuicdo Poisson,
para o caso da variavel resposta discreta, e da distribuicdo Normal, para o caso da variavel
resposta continua condicionada a variavel resposta discreta.

Dessa forma, seja Y; uma variavel resposta discreta que segue uma distribuicao
Poisson, com média u;y, i = 1,--- ,n e seja também a variavel resposta continua condici-
onada a variavel resposta discreta, X; | Y; = y; que segue uma distribuicdo Normal, com
média o; e variancia 0% de (X; | Y;).

Uma vez que a distribuigdo Poisson pertence a familia exponencial, entdo
0; = log(piy), b(0;) = exp(0;), alg) =1 e c(yy,¢) = —log(y!).

A variancia é dada por Var(Y;) = py.

Considerando 7;y = o + [1zi1 + - - + Bpzip € @ funcéo de ligagao candnica g (-)
para o modelo Poisson, tem-se

iy = gy () = exp(niy).

A fungdo densidade de X; | Y; = y; pode se escrita na forma da familia exponencial

e € dada por
v? 1 1 1 1 122
i =y, bY(v) =, =—=— e c(z,9p)=—5log(2mp) — 5 —.
w=an V)= == e Clane) = —glgleme) - 5
naqual E(X; | V;)) = a; e Var(X; | V) = 0% com i = 1,--- ,n. Assumindo-se que
0 mesmo vetor de covariaveis esteja z;, 22, - - , 2, esteja disponivel para predizer X;,

entdo 7;x, g2(+), g3(-) e hs(-) sdo andlogos aos considerados no modelo Bernoulli-Normal,
visto anteriormente.

1.1.3 Modelo de Oliveira, Diniz e Durban (2018)

Nesse trabalho, os autores Oliveira, Diniz e Durban (2018) propuseram uma classe
mais geral de modelos bivariados com respostas mistas, tendo em vista a necessidade de
modelos mais flexiveis e alternativos para a aplicacao de conjuntos de dados disponiveis.
Para isso, os autores supuseram que a distribuicdo da variavel resposta discreta, assim
como a distribuicdo da variavel resposta continua, condicionada a varidvel resposta dis-
creta, devessem pertencer a familia exponencial; e também, as covariadveis deveriam ser
relacionadas as médias marginais através de func¢des de ligacao.

Além disso, foi proposto um modelo bivariado de resposta mista, a partir da apli-
cagao de um banco de dados fornecido por uma operadora de planos de saude. Esse
conjunto de dados continha informagdes acerca do total de gastos hospitalares produzidos
por 300 pacientes no periodo de internacéo, a utilizagdo ou ndo do centro cirargico, o tempo
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de permanéncia (em dias), a idade, o sexo, o status do paciente na chegada ao hospital
e a especialidade médica solicitada, de acordo com o problema do paciente, tendo como
objetivo determinar a relagéo entre o gasto obtido e a utilizagdo ou ndo o centro cirurgico.

Sendo que a variavel resposta discreta, utilizagdo do centro cirdrgico, exige apenas
duas possibilidades, os autores apropriaram-se de uma distribuicdo Bernoulli. J& para a
variavel resposta continua, condicionada a variavel resposta discreta, apropriaram-se da
distribuicdo Exponencial. Assim Y; é uma variavel resposta discreta com parametros iy,
que estd associado a um conjunto de p covariaveis z, Zi, - - - , Zip, My € Gi(+), com i =
1,---,n, e X; € uma variavel resposta continua na qual a distribuigdo condicional de X;,
dado a variavel resposta discreta Y; = y;, tem como parametro ai naqual a; = E(X; | Y;),
1=1,---,n.

A fungado densidade de X; | Y; = y; pode ser reescrita na forma

1 1

1
v =——, b"(v;) = —log(—v;), =—=1 e (z;,9)=0.
o ) =eglmu) S =6 ()

A fungao de variancia é dada por Q(a;) = 2.

(3

Assumindo que um conjunto de ¢ covariaveis t;1, t;2, - - - , t;, para predizer X;, tem-
se
Nix = 00 + 01tin + -+ 4 Ogtig = Ty,

Considerando g¢»(+) a fungéo de ligagdo logaritmica, tem-se ;x = exp(n;x). Consi-
derando g3(-) a fungdo de ligagao identidade e que hs(-) seja dada por

hs (i, iy s ptix > Y) = (1 = yi + pay ) pix -

Como a; = g5 (hs(yi, puv. ix, 7)), entdo a; = (1 — y; + piy)pix. Note que as
escolhas de g3(-) e hs(+) sdo adequadas uma vez que E(a;) = E[(1 — y; + piy ) ptix] = pix
é verificada.

1.2 Analise de Diagndstico

Os métodos de diagnédsticos sao Uteis para apresentar inadequagdes em um mo-
delo. Segundo Cook (1977), a estabilidade ou até o estudo da variagao nos resultados de
uma analise quando a formulacéo do problema é modificada, é uma questao que nao pode
ser facilmente abordada por esses métodos.

Abaixo, seguem duas técnicas para verificacao de possiveis influéncias no conjunto
de dados: técnica de influéncia global (COOK, 1977), que exclui a :-ésima observagao do
conjunto de dados e compara as estimativas do modelo com e sem a observagao dele-
tada, e a técnica de influéncia local (COOK, 1986), que realiza pequenas perturbacdes no
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modelo ou nas variaveis, explicativas ou nas respostas, a fim de verificar o comportamento
do modelo dada esta pequena perturbacao.

1.2.1 Diagn6éstico de Influéncia Global

A partir de um modelo proposto, uma forma de determinar possiveis observagdes
influentes num conjunto de dados é calcular a distdncia de Cook generalizada, ou seja,
calcular as estimativas dos parametros do conjunto de dados original e compara-las as
estimativas do conjunto de dados sem a i-ésima observagédo. Essa distancia quantifica o
quanto esta i-ésima observagédo impacta nos estimadores de maxima verossimilhanga, e
€ calculada da seguinte forma:

A A

GCD; = (B — )" J(0)(Bsy — 0) (1.1)

sendo # o vetor de parametros, é(i) o estimador de maxima verossimilhanga de 6, sob [(6);

A

do modelo sem a i-ésima observacéo, e J(¢) a matriz de informagéo de Fisher observada.

Outra maneira de comparar 6 e é(i) é calcular o afastamento das verossimilhanga,

dado por
LD, = 2(1(6) — () (1.2)
na qual l(é) € a funcao de log-verossimilhanca do estimador de maxima verossimilhanca
(é) e l(é(i)) é a funcao de log-verossimilhanca avaliada no estimador de maxima verossimi-

lhanca (f) sem a i-ésima observagao. A i-ésima observagao é considerada como influente
se o valor de GCD; ou LD; sao grandes.

1.2.2 Diagnostico de Influéncia Local

Uma outra forma de verificar a influéncia de observacées num conjunto de dados
€ tomar o modelo completo como correto e comparar as estimativas deste modelo com as
estimativas do modelo perturbado. De acordo com Cook (1986), para um dado conjunto de
dados no qual # € um vetor de parametros desconhecidos com dimenséao (p x 1), considera-
se w = w, 0 vetor de perturbacéo, 6 o estimador do modelo postulado, 6., o estimador do
modelo perturbado, l(é) a log-verossimilhanca considerando os estimadores de maxima

verossimilhanga sob [(6) e [(f,,) a log-verossimilhanga considerando os estimadores de
maxima verossimilhanca sob [(,,).

Assumindo-se que existe um wy em € tal que L(0) = L(6 | wy) e que L(0 | w) é
duas vezes continuamente diferenciavel em (97, w?)?, uma forma de investigar a influéncia
de variaveis em {2 é a partir da equacao

LD(w) = 2(1(0) — 1(0,)), (1.3)

denominada o afastamento da verossimilhanca (‘“likelihood displacement”), que contém
todas as informagdes sobre a influéncia do esquema de perturbacao.
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A ideia é estudar o comportamento da fungdo L D(w) numa vizinhanga de w* = wy,
cuja superficie considerada é

, (1.4)

denominada grafico de influéncia.

OBS.: medidas globais de influéncia, que caracterizam um grafico de influéncia sobre todo
0 espaco €2, sdo mais dificeis de serem construidas na pratica em comparagao a medidas
locais, que caracterizam o comportamento em uma vizinhanga de um w selecionado, por
exemplo w*.

Uma vez que o estudo de influéncia local busca descrever como a superficie a(w)
se afasta do plano tangente em wy, estuda-se a curvatura de curvas na superficie que
passam por um «(w). A intersecéo da superficie com os planos contendo o vetor ortogonal
ao plano tangente em wy resulta em se¢des normais, cujas curvas sao curvaturas utilizadas
para caracterizar o comportamento de um grafico de influéncia em torno de wy, como na
figura a seguir

LD(w)
=
T
st :
wh .ﬁh\-"““—u\._\_\_ . e

wo +d

Figura 1 — Curvaturas normais na superficie o(w) (VERBEKE; MOLENBERGHS, 2000)

Para construir uma sec¢ao normal, seleciona-se uma direcao d em {2, passando por
wo, cuja direcdo pode ser representada por (wy + ad). Cada diregdo d gera uma segéo
normal a{w(«)}, caracterizando a curvatura normal C;; em a = 0, que é dada por

Cy=2|d"Fd|, (1.5)
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naqual | d |= 1, F = J'LJ, J = —(L)~'A, com —L a informagéo observada para o

modelo postulado (w = wy) € A a matriz de perturbacao, dada por

[ 0%1(0; | w) |
00,0wT

O1(0; | w)
0050w

O1(0; | w)
00,,0wT

Dessa forma, F = A(L)~'A e, portanto, Cy = 2 | d"AT(L)~*Ad |.

A curvatura normal na diregao d, Cy, aplicada em a = 0, é interpretada como a
regidao de melhor ajuste de wy. Quanto maior o valor de Cy, maior é a sensibilidade a
pequenas perturbacdes introduzidas na direcao d.

Cook (1986) sugere que o autovetor d,,..., que corresponde a maior curvatura de
Chaz, CcOntém a informacdo de diagnéstico mais importante. Indica como o modelo pos-
tulado deve ser perturbado a fim de obter a maior mudanga local no deslocamento da
verossimilhanca.

Esta metodologia também é aplicavel para um subconjunto do vetor de parametros,
6 = (67,607)T. Admitindo-se que o interesse esta em estudar a influéncia de 6,, entdo

W

LD (w) (.7)

as(w) =

A funcao de afastamento da verossimilhanca é dada por

LD,(w) = 2[L(0) — L(f1,, g(01.,))] (1.8)

sendo ¢(6;) a fungdo que maximiza L(#,,0-) para cada 6, fixado. Cook (1986) mostrou

que
Ca(61) =2 | dPAT(L™' — Byy)Ad | (1.9)
na qual
0 0
Byy = 1
0 Lo
e

. Ly, L
i 1 Lz
Loy Lo
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€ a matriz de informacao de Fisher particionada de acordo com a particao de 6.

Outra opgao de andlise de diagnéstico, segundo Lesaffre e Verbeke (1998), é re-
ferente a diregao da i-ésima observagdo, dada pelo vetor d; = (0,---,1,---,0), Gtil para
construir o gréafico local de C; versus a i-ésima observagao. Neste caso, a curvatura normal
(influéncia local total) para a i-ésima observacao € dada por

C;=2 | AT(L)™'A; | (1.10)
onde A; representa a i-ésima coluna da matriz A, matriz de perturbacéao.

1.2.2.1 Esquemas de Perturbagéo

Abaixo, apresentam-se os esquemas de perturbagao propostos por Cook (1986).

e Ponderacao de Casos:

Seja w o vetor de perturbacéo e L(6) a fungao de verossimilhanga do modelo postu-
lado, entdo a fung¢ao de verossimilhan¢ca do modelo perturbado é dada por

L |w) = wLi(0), 0 <w; <1. (1.11)
=1

e Perturbacgéo na Variavel Resposta:

Seja w o vetor de perturbagéo, y a variavel resposta e s, o desvio-padrdo com res-
peito a y, a variavel resposta perturbada é escrita como

Yiw = Yi + Sy,wi, w; € R, (1.12)

e Perturbagao na Variavel Explicativa:

Seja w o vetor de perturbacdo, = a variavel explicativa e s, 0 desvio-padrdo com
respeito a x, a variavel explicativa perturbada é escrita como

Tiw = Tj + Sy,wi, w; € R. (1.13)

e Perturbacdo na Matriz de varidncia-covariancia:

Seja w o vetor de perturbacéo e > a matriz de variancia-covariancia, entao escreve-
se a matriz de variancia-covariancia perturbada da seguinte forma

Yiw =w 'Y, w; € R, (1.14)
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1.2.2.2 Analise Grafica

Uma vez realizado o ajuste do modelo do conjunto de dados, bem como o estudo
de influéncia local, de acordo com Cook (1986), o procedimento consiste em identificar
candidatos a pontos influentes graficamente, fazendo o gréafico dos indices d,,.. versus
as observacdes. Caso exista um componente deste vetor que mais se destaca, este é
considerado uma observacao ou ponto influente. Lembrando que o vetor d,,.. representa
a diregao referente a maior curvatura, C,.., de LD(w).

Em caso de haver um possivel candidato a ponto influente, realiza-se uma analise
da influéncia individual da j-ésima observagao de um conjunto de dados, a partir do grafico
LD(w(w)) versus «, com w(a) = wy + ad;. Neste caso, considera-se o vetor d;, cujas
entradas sao todas iguais a zero, com excecao da posi¢cao j, que € a observacao de
interesse e que recebe valor igual a —1. Como a fungdo LD(w), denominada “afastamento
da verossimilhanga", tem um minimo local em oo = 0, varia-se o eixo de a num intervalo em
torno de zero, por exemplo, de —1 a 1. Por fim, uma vez que a j-ésima posicao localiza-se
abaixo da distancia maxima, d.,...., @ observag¢ao passa a ser considerada um ponto de nao
influéncia.

As Figuras 2 e 3 (RUSSO, 2010) exemplificam o processo de identificagdo de pon-
tos influentes na ponderacao de casos.

04

0.2

drmax
*

0.1
]

00
L]

*

*

-01
-
-

0 20 40 60 80 100

observagdes

Figura 2 — Gréfico de d,,.. para o esquema de perturbagao nas variaveis.
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Figura 3 — Gréafico de LD(w) para o esquema de perturbagdo nas variaveis.

A Figura 2 identifica a observagao de niumero 42 como possivel ponto influente e
a Figura 3, a fim de conferir, mostra que a observagdo nao exerce muita influéncia nas
variagdes ocorridas na verossimilhanca.

1.2.3 Avaliacao do Esquema de Perturbacao

Além da importancia de perturbar o modelo ou os dados, a fim de verificar pontos
influéntes numa modelagem estatistica, é necessario também verificar se esta perturbacao
é feita de forma adequada. Zhu et al. (2007) propuseram uma metodologia com o intuito de
avaliar se a perturbacao indicada é correta ou ndo. De acordo com os autores, para verificar
se a perturbacédo é adequada, deve-se calcular a esperanca da matriz de informacgao de
Fisher, com respeito ao vetor de perturbagédo w, dada pela equagao

G(w) = E,{U(w)U"(w)}, (1.15)

na qual U(w) = % € a funcéo escore de w no modelo perturbado e E,, € a esperanga

com respeito a L(0 | w).

Assim, uma perturbagédo é apropriada se a matriz G(w) satisfaz as seguintes con-
dicoes:

1) G(w) é de posto completo numa vizinhanga de w, com propésito de evitar qualquer
componente redundante de w;
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2) Os componentes fora da diagonal devem ser tdo pequenos quanto possivel com pro-
pésito de evitar uma forte associagcao entre eles e, em consequéncia, perturbacoes
com efeito ambiguos;

3) As diferengas entre os componentes da diagonal devem ser tdo pequenas quanto
possivel tal que as quantidades introduzidas pelos elementos de w sejam semelhan-
tes.

Uma vez que as condicdes anteriores ndo forem satisfeitas, deve-se assumir um
novo vetor de perturbacodes, que é definido abaixo

(NI

1
W' =wp+ ¢ 2G(wp)2(w — wyp)
Este novo vetor de perturbagédo é uma transformacao do sistema de coordenadas
de modo que os elementos sdo ortogonais (independentes), ou seja, os elementos nao
s&o associados, ao menos localmente, e introduzem iguais quantidades de perturbacao.
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EEEEEES———— Capitulo 2

Modelo Poisson-Exponencial, um caso
particular do modelo Poisson-Weibull

Resumo

Existem muitas maneiras de se introduzir um modelo bivariado, entre as quais destacamos 0s mo-
delos em que uma variavel resposta € discreta e a outra continua. Utilizando o critério da fatoracgao,
segue uma proposta de modelo bivariado com resposta mista cujas variaveis respostas sao depen-
dentes, na qual a variavel resposta discreta segue uma distribuicado Poisson e a variavel continua,
condicionada a variavel resposta discreta, segue uma distribuicdo Weibull com parametro de forma
fixado em 1. Apresenta-se também um estudo de simulacgéao, a fim de verificar a qualidade do mo-
delo, isto é, se as propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanga sao verificadas.

Palavras-chave: Modelos bivariados, respostas discretas e continuas, dependéncia entre as res-
postas, estudo de simulagéo.

Abstract

There are many ways to introduce a bivariate model, among which we highlight the models in which
one response variable is discrete and the other continuous. Using the criterion of factorization, a
bivariate model with a mixed response whose dependent variables are dependent, in which the
variable discrete response follows a Poisson distribution and the continuous variable, conditioned
to the variable discrete response, follows a Weibull distribution with shape parameter set to 1. We
present a simulation study in order to verify the quality of the model, that is, if the properties of the
maximum likelihood estimators are verified.

Keywords: Bivariate models, discrete and continuous responses, dependence between responses,
simulation study.
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2.1 Introducao

Seja Y; uma variavel resposta discreta que segue uma distribuicado Poisson, com
E(Y;) = Var(Y;) = p;,, entdo a fungdo de probabilidade é dada por

e My

_ Y

P(Y;) = —, (2.1)
y!

De acordo com Fitzmaurice e Laird (1995), assumindo-se um conjunto de p covariaveis

Zi1, Zi2, 5 Zipy © = 1,--- ,n, que se relaciona com a média marginal de Y atraves de

91(1iy) = Miy, uma fungdo de ligagdo monétona e diferenciavel e 7;, escrita como a soma

de termos lineares, entao

Niy = Bo+ Brzin + -+ 5p2’z‘p = Zz’pﬁpa

na qual 81 = (Bo, -, B,)" € um vetor desconhecido de coeficientes de regressao linear.
Uma vez que ¢;(-) é fungao de ligagdo para o modelo Poisson e é dada por ¢; (i) = iy,
entao 11, = g; ' (7). Logo,

iy = g7 (ny) = exp(niy).

Seja também X,; uma variavel resposta continua, condicionada a variavel resposta
discreta Y;, que segue uma distribuicdo Weibull, com parametro de forma e de escala a e
b, respectivamente, cuja fungédo densidade de probabilidade é dada por

=3 () (- G). e

Tomando-se a = 1, tem-se a funcédo densidade da distribuicdo Exponencial, um caso
particular da distribuicdo Weibull, dada por

fely=gem(-5), 20 2.2)

e, sabendo-se que E(X; | Y; =y;,) =bT(1+1/a) e Var(X; | Vi = y;) = * (T(1 + 2/a) —
(T(1+1/a))?),entadocoma =1, E(X; |V, =y;) =be Var(X; | Y; = y;) = b*.

De forma analoga, assume-se um conjunto de g covariaveis t;i,t;2, - ,tig, 1 =
1,---,n que se relaciona com a média marginal de X através de g2(iiz) = iz, N qual
g2(+) € uma fungéo de ligagdo monétona e diferenciavel e 7,, é escrita como a soma de
termos lineares, dada por

Niz = 50 + 51$i1 + -+ 6qxiq = Equa

onde A; = (dg,---,0,)" & um vetor desconhecido de coeficientes de regresséo linear.
Além disso, como g (ftiz) = Nie, €NEO f1iz = g5 (1i). LOGO,

pix = 95 ' (mix) = exp(niz)-
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Como visto anteriormente, a dependéncia entre as duas variaveis respostas € mo-
delada pela inser¢gdo de uma estrutura de dependéncia geral no modelo através da média
condicional da variavel X; dada a variavel Y,

onde h(-) é uma fungdo conhecida, duas vezes continuamente diferenciavel em relagéo
ao vetor de observagées y;, as médias marginais u;, € p;; € ao parametro « incluido no
modelo. A fungéo h(-) determina o tipo de dependéncia que existe entre as respostas.
A escolha dessa funcéo é determinada pela imposicdo de algumas condi¢cdes em hf(-)
com base em conhecimento prévio, e deve ser tal que h(-) deve tomar valores no espago
paramétrico do parametro, e ainda

E(E(X; | Yi =wi)) = E(X;) = - (2.3)

A escolha de h(-) ndo é trivial. Uma proposta de fungdo para estabelecer uma
estrutura de dependéncia entre as variaveis repostas é dada, por construgdo (OLIVEIRA;
DINIZ; DURBAN, 2018), pela seguinte equagao

L 2.4
5 (7 — 1)’ 24)

h(ys, tiy, tiz> )
na qual v € um parametro de associagao entre a variavel resposta discreta e a variavel
resposta continua. Como em Oliveira, Diniz e Durban (2018), uma vez que o espago para-
métrico do modelo Exponencial € o mesmo do parametro de forma da distribuicdo Weibull,
adotou-se a mesma estrutura utilizada. Repare que h(-) pertence ao espago paramétrico e
satisfaz (2.3).

Através dessa estrutura, também pode-se verificar a independéncia entre Y; e X;.
Para isto, basta testar se o parametro v de h(-) é igual a 1. Assim, um possivel teste de
independéncia entre as respostas seria Hy : v = 1 versus H; : v # 1. A rejeicdo de H
indica que as variaveis respostas sao dependentes.

Apropriando-se do método da fatoracdo para a construcao da distribuicdo conjunta,
e utilizando-se as fungdes de ligacao a fim de relacionar as médias marginais as covaria-
veis, tem-se

flaly) = P« fy(l")
- (55) ()

a fungéo conjunta do modelo bivariado Poisson-Exponencial, ja que o pardmetros de forma

da distribuicado Weibull foi fixando em 1, com b = %
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2.1.1 Estimacado de Maxima Verossimilhanca

Sejam (x1,v1), (z2,v2), -+ , (s, yn) um conjunto de valores observados de (X1, Y;),
(X2,Y2), -, (X,,Y,), com (X;,Y;) e (X;,Y;) independentes, parai,j = 1,2,--- ,n,i # j,
e a fungao conjunta dada por (2.5). Dada uma amostra de tamanho n, a fungdo de maxima
verossimilhanga de 8 = (8o, b1, , Bp)", A = (80,01, ,9,)" e~ & escrita como

n

LB.Av| 2y 2.T) = [IP(

P(Y
= ﬁ (e "y ) 261’]9 (—i)) (2.6)

Aplicando-se o logaritmo neperiano em (2.6), tem-se a fungao de log-verossimilhanca
eB=Bo, B, Bp)"s A= (8,61, ,6,)7" e, que é escrita como

.
[y

Z(B7A7’Y|$7ZJ7Z7T) = lOg( (/87 7/Y|$Za/yuZZp7T ))

- () G ()

n

= > (—my + yi log(piy) — log(yi!) — log(b) — :Ub> (2.7)
=1

As equacgdes de maxima verossimilhanga formam um conjunto de p+q+3 equagdes
correspondentes aos parametros o, - - - , 5, 0o, - - - , 04 € . Por definicdo, as estimativas de
maxima verossimilhanca sédo valores dos parametros que maximizam a funcao de verossi-
milhanga ou a fungéo de log-verossimilhanga, representados por 30, e ,Bp, 50, e ,621 e .
Disso, tem-se que os valores de ﬁo, e ,Bp, 50, ‘e ,(Z e /4 sdo as raizes do vetor gradiente,
o vetor das primeiras derivadas da funcao de log-verossimilhanca, que é dado por

- al() T

9Bo

o)
9By

ol(-
UB,A | x,y, Z,T) = %0)

denominado vetor escore, também escrito mais facilmente na forma U = (U (8)", U(A)"
U(v))*. Os célculos dos elementos do vetor sdo apresentados no Apéndice A, em (A.1),
(A.2) e (A.3), respectivamente.
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Igualando-se U ao vetor nulo, e resolvendo-se o sistema para 3, A e v, obtém-se
os estimadores de maxima verossimilhanga. Muitas vezes esse sistema nao € linear e as
solucdes devem ser obtidas numericamente, apropriando-se de algum método interativo,
tal como o processo iterativo de Newton-Raphson ou escore de Fisher, sendo necessa-
rio, em ambos 0s casos, que as matrizes de informacao esperada e/ou observada sejam
definidas positivas.

Ja& a matriz de covariancias assintética do estimador de maxima verossimilhanca
para os parametros 8, A, e v € obtida calculando-se a inversa da matriz de informacéao
esperada. Segundo Oliveira, Diniz e Durban (2018), nos casos em que a obtengéo se
torna complexa, seja pela escolha da distribuicdo ou das fun¢des de ligacdo, a matriz de
covariancias assintética pode ser obtida invertendo-se a matriz de informacao observada,
desde que esta matriz seja positiva.

Considerando-se a matriz de informagao observada, denotada por M, tem-se que
a matriz de covariancias assintética de 3, A e 4 é dada por

-1

Mg Mpan Mg,
cov(B,A,4) = M~ = | Mga” Ma Ma, (2.8)
MﬁvT MA“/T M,

na qual as submatrizes Mg, Ma, M., Mga, Mg, € Ma., séo dadas no Apéndice A, em
(A.4), (A.5), (A.6), (A.7), (A.9) e (A.11), respectivamente.

Substituindo-se os elementos da matriz M por seus respectivos valores esperados
com respeito as distribuicdes das variaveis respostas X; e Y;, obtém-se a matriz de infor-
macao esperada Mg. Dessa forma, a matriz da equacéao (2.8) é obtida substituindo-se a
matriz M pela matriz Mg. A matriz de covariancias assintética é estimada substituindo os
parametros por suas respectivas estimativas de maxima verossimilhanca.

2.2 Estudo de Simulacgao

Um estudo de simulagao foi realizado considerando-se o modelo apresentado na
secao anterior. Sao adotados dois cenarios, no qual em cada um sao geradas 1000 amos-
tras de tamanhos 50, 100, 200, 500 e 1000. Além disso, sdo consideradas trés covariaveis
para predizer as respostas Y; e trés covariaveis também para predizer X;, denotadas por
21, 29, 23, 11, 1o € t3, respectivamente. Os valores adotador para os coeficientes de regres-
sa0 sao 0s mesmos para os dois cenarios, By = 0,09, 8, = 0,05, B2 = 0,01, f3 = —0, 002,
0o = 0,01, 6 = 0,025, 65 = 0,0005 e 93 = 0,0036, assim como também para o parametro
v, que representa uma medida de associagdo entre as variaveis respostas, o valor adotado
nos dois cenarios € de 1, 6.
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No primeiro cenario, sdo geradas covariaveis continuas de uma distribuicdo Normal
Multivariada com vetor de médias iguais a 4, variancias iguais a 5 e covariancias iguais
a 2,5, resultando em uma correlagdo entre os valores gerados proxima de 0,5. Ja no
cenario 2 sao geradas covariaveis de uma distribuicdo Uniforme Discreta com parametro
10, considerando uma correlagao proxima de 0, 5 entre os valores gerados. Para a geracao
das covariaveis discretas, utilizou-se a fungdo ordsample do pacote GenOrd no software
R.

A fim de verificar se as propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanga
sao verificadas, tanto para o cenario 1 quanto para o cenario 2, buscou-se verificar 0s
resultados quanto ao viés, a raiz quadrada do erro quadratico médio (vVEQM), quanto ao
desvio padrao dos estimadores (DP), a média dos erros padrao assintoéticos (EPa) e quanto
a probabilidade de cobertura dos intervalos assintéticos (PCa). O viés simulado é calculado
fazendo-se a diferenca entre a média das estimativas e o verdadeiro valor do parametro,

A A

ou seja, é definido por b(d) = E(f) — 0, com 6 sendo o vetor de parametros. A VEQM ¢é

vEam — |3 G0
=1 N ’

no qual N é o numero de amostras simuladas, ¢ é o valor verdadeiro do parametro e 6;

dada pela expressao

€ a estimativa de maxima verossimilhanca de 6, na i-ésima amostra simulada. O desvio
padrdo das estimativas dos parametros do modelo é calculado pela expressao

A

op J% b EG?

em que E(é) é a média da amostra 91, e ,éN. Quanto aos erros padrao assintoticos das
estimativas dos parametros, em cada amostra simulada, sao obtidos utilizando a estima-
tiva da matriz de covariancias assintotica, dada pela equacgao (2.8). Por fim, a estimativa
da probabilidade de cobertura dos intervalos de confianga assintéticos de um parame-
tro é dada calculando-se os intervalos de confianca assintéticos das estimativas em cada
amostra gerada e verificando-se a propor¢ao de intervalos que contém o verdadeiro valor
do parametro. E considerada uma probabilidade de cobertura de 95%.

A estimacao dos parametros foi feita através do método iterativo de Newton-Raphson
e da fungao optim do software R, apresentando resultados similares em ambos os casos.
O desenvolvimento do processo de simulacao foi realizado no software R, versao 3.5.0 (R
Core Team, 2018).

2.3 Resultados

A Tabela 1 é referente aos resultados de viés, raiz quadrada do erro quadratico mé-
dio, desvio padréao, erro padréo e de probabilidade de cobertura do processo de simulagao
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do cenario 1, para 38 = (0,09, 0,05, 0,01, - 0,002), A = (0,01, 0,025, 0,0005, 0,0036) € ~ =
1,6.

Tabela 1 — Resultados de Viés, vEQM, DP, EPa e PCa para 3 = (0,09, 0,05, 0,01, - 0,002),
A = (0,01, 0,025, 0,0005, 0,0036) € v = 1,6 - Cenario 1

Viés

n Bo b1 B2 B3 do 01 02 3 vy

50 -0.0281 0.0000 0.0005 0.0001 -0.0370 -0.0064 -0.0014 0.0015 0.0436
100 -0.0124 -0.0006 -0.0004 0.0015 -0.0397 -0.0021 0.0037 0.0005 0.0118
200 -0.0108 0.0008 0.0001 0.0000 -0.0059 -0.0015 -0.0007 -0.0009 0.0063
500 -0.0017 -0.0001 -0.0002 0.0002 -0.0055 -0.0022 0.0005 0.0013 0.0058
1000 0.0015 -0.0006 0.0001 -0.0003 -0.0003 0.0007 0.0000 -0.0014 0.0025

Raiz Erro Quadratico Médio

n Bo b1 B2 B3 do 01 92 d3 vy

50 0.3384 0.0594 0.0698 0.0740 0.3665 0.0783 0.0751 0.0681 0.2331
100 0.2053 0.0395 0.0462 0.0530 0.2792 0.0569 0.0568 0.0564 0.1513
200 0.1527 0.0299 0.0324 0.0319 0.1957 0.0396 0.0436 0.0403 0.0994
500 0.0950 0.0198 0.0201 0.0210 0.1170 0.0252 0.0268 0.0260 0.0601
1000 0.0671 0.0139 0.0143 0.0143 0.0836 0.0173 0.0179 0.0191 0.0426

Desvio Padrao

n Bo B1 B2 B3 do 0 02 3 v

50 0.3374 0.0595 0.0698 0.0741 0.3648 0.0781 0.0751 0.0681 0.2290
100 0.2051 0.0395 0.0462 0.0530 0.2765 0.0569 0.0567 0.0564 0.1509
200 0.1524 0.0299 0.0324 0.0319 0.1957 0.0396 0.0436 0.0404 0.0992
500 0.0950 0.0198 0.0201 0.0210 0.1170 0.0251 0.0268 0.0260 0.0598
1000 0.0671 0.0139 0.0143 0.0143 0.0836 0.0173 0.0179 0.0190 0.0425

Medidas dos Erros Padrdo Assintético

n Bo B1 B2 B3 do o 02 3 v

50 0.3327 0.0607 0.0724 0.0728 0.3651 0.0756 0.0751 0.0693 0.2269
100 0.2067 0.0409 0.0471 0.0530 0.2690 0.0558 0.0588 0.0533 0.1465
200 0.1531 0.0302 0.0325 0.0327 0.1885 0.0398 0.0432 0.0393 0.0997
500 0.0951 0.0196 0.0200 0.0208 0.1173 0.0250 0.0271 0.0255 0.0614
1000 0.0672 0.0139 0.0145 0.0144 0.0827 0.0180 0.0185 0.0187 0.0433

Probabilidade de Cobertura

n Bo b1 B2 B3 do g 02 93 Y

50 95.1 95.4 96.2 95.7 94.6 94.8 95.2 95.7 94.8
100 95.0 96.1 95.9 95.0 94.5 93.7 95.5 92.5 93.7
200 95.3 95.4 95.3 94.5 94.4 95.9 94.5 94.5 94.5
500 95.0 94.3 96.0 95.4 95.5 94.8 95.7 94.5 96.2
1000 956.3 95.1 95.2 95.7 94.4 95.1 95.5 94.6 95.5

A partir da Tabela 1 é possivel notar que quanto maior o tamanho da amostra,
mais préximo de zero é o viés, indicando que a média das estimativas dos parametros se
aproxima do valor real do parametro conforme aumenta-se o tamanho da amostra. Além
disso, os valores de v/EQM se aproximam de zero como também os valores de DP e de
EPa sao mais préximos de zero. Comparando-se estes trés ultimos percebe-se que os trés
sdo muito proximos, para n suficientemente grande.

Quanto aos resultados de PCa, percebe-se que a probabilidade do intervalo de
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confianca conter o verdadeiro valor do parametro, para todos os tamanhos de amostra,
fica em torno de 95%, que é o valor da cobertura considerado. Esse resultado indica um
bom comportamento dos estimadores de méxima verossimilhanca.

A Tabela 2 é referente aos resultados de viés, raiz quadrada do erro quadratico mé-
dio, desvio padrao, erro padrao e de probabilidade de cobertura do processo de simulagao
do cenario 1, para g = (0,09, 0,05, 0,01, - 0,002), A = (0,01, 0,025, 0,0005, 0,0036) € v =
1,6.

Tabela 2 — Resultados de Viés, vEQM e DP para 5 = (0.09, 0.05, 0.01, - 0.002), A = (0.01,
0.025, 0.0005, 0.0036) e v = 1.6 - Cenario 2
Viés
n Bo B1 B2 B3 ) 01 2 03 Y
50 -0.0328 0.0000 0.0014 0.0001 -0.0364 -0.0040 0.0033 -0.0045 0.0444
100 -0.0141 0.0002 0.0002 0.0005 -0.0494 -0.0008 0.0016 0.0024 0.0104
200 -0.0083 -0.0002 0.0007 0.0000 -0.0143 0.0006 0.0004 -0.0014 0.0034
500 -0.0050 0.0003 0.0002 -0.0001 -0.0072 -0.0002 0.0004 -0.0003 0.0052
1000 -0.0050 0.0005 0.0000 0.0000 -0.0055 -0.0001 0.0001 0.0003 0.0025
Raiz Erro Quadratico Médio
n Bo B1 B2 B3 do o1 2 3 Y
50 0.3589 0.0430 0.0438 0.0480 0.3976 0.0600 0.0621 0.0630 0.2211
100 0.2455 0.0289 0.0310 0.0326 0.2763 0.0419 0.0383 0.0417 0.1455
200 0.1577 0.0207 0.0208 0.0220 0.1879 0.0278 0.0269 0.0257 0.0955
500 0.1002 0.0140 0.0141 0.0137 0.1163 0.0187 0.0181 0.0189 0.0571
1000 0.0708 0.0095 0.0094 0.0096 0.0832 0.0128 0.0121 0.0127 0.0400
Desvio Padrao
n Bo p1 B2 B3 do 1 02 03 Y
50 0.3576  0.0431 0.0438 0.0480 0.3961 0.0599 0.0621 0.0629 0.2167
100 0.2452 0.0289 0.0310 0.0326 0.2720 0.0419 0.0382 0.0417 0.1452
200 0.1576  0.0207 0.0208 0.0220 0.1874 0.0278 0.0269 0.0257 0.0955
500 0.1001 0.0140 0.0141 0.0137 0.1161 0.0187 0.0181 0.0189 0.0569
1000 0.0706 0.0095 0.0095 0.0096 0.0831 0.0128 0.0121 0.0127 0.0399
Medidas dos Erros Padrao Assintético
n Bo B1 B2 B3 ) o1 92 3 Y
50 0.3474 0.0421 0.0432 0.0468 0.3881 0.0593 0.0613 0.0617 0.2138
100 0.2359 0.0294 0.0307 0.0323 0.2740 0.0408 0.0383 0.0420 0.1376
200 0.1533 0.0210 0.0214 0.0224 0.1902 0.0287 0.0268 0.0276 0.0939
500 0.0961 0.0139 0.0134 0.0139 0.1171 0.0186 0.0174 0.0181 0.0583
1000 0.0680 0.0096 0.0093 0.0096 0.0847 0.0128 0.0124 0.0128 0.0412
Probabilidade de Cobertura

n Bo p1 B2 B3 do 1 2 3 g
50 94.4 95.2 94.8 94.0 95.1 94.8 95.6 94.2 95.5
100 94.7 95.3 94.9 95.0 95.2 94.5 95.0 96.3 93.2
200 94.4 95.2 95.4 95.6 95.4 95.7 95.1 96.5 95.4
500 93.9 95.5 93.5 95.3 94.7 94.8 93.7 93.6 95.9
1000 94.2 95.0 95.6 95.9 96.0 95.1 95.1 94.8 95.9

A partir da Tabela 2 é possivel perceber que quanto maior o tamanho da amostra, o
valor do viés fica mais préximo de zero. Além disso, também é possivel notar que os valores
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de vEQM, de DP e de EPa sado mais proximos de zero conforme o tamanho da amostra
aumenta, e comparando-se estes trés resultados é possivel notar que os trés apresentam
resultados muito préximos, para n suficientemente grande.

Por fim, os resultados quanto a PCa das estimativas dos parametros indicam que
nos diferentes tamanhos de amostras a probabilidade do intervalo de confianga contém o
verdadeiro valor do parametro em 95% dos casos, que é o valor da cobertura considerado.

Comparando-se o cendrio 1 ao cenario 2, percebe-se que ha uma certa similaridade
entre os resultados obtidos, 0 que indica que o modelo se comporta bem, e de forma
semelhante, tanto para covariaveis continuas quanto para covariaveis discretas.

2.4 Conclusao

Neste capitulo foi proposto um modelo cuja variavel resposta discreta segue uma
distribuicdo Poisson e a variavel resposta continua, condicionada a variavel resposta dis-
creta, segue uma distribuicao Weibull, com parametro de forma fixado em 1 (ou seja, uma
distribuicdo Exponencial que é um caso particular da distribuicdo Weibull). Neste modelo,
adotou-se uma estrutura de dependéncia entre as variaveis respostas a partir da média
da distribuicdo condicional, e covariaveis que estavam associadas as médias marginais
através de fungdes de ligagéo.

Na sequéncia, foi realizado um estudo de simulagdo com diferentes tamanhos de
amostas, a fim de verificar o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca
quanto ao viés, a raiz quadrada do erro quadratico médio (vVEQM), quanto ao desvio pa-
drao dos estimadores (DP), a média dos erros padrao assintéticos (EPa) e quanto a proba-
bilidade de cobertura dos intervalos assintéticos (PCa). Ainda, foram criados dois cenarios
a fim de verificar o comportamento dos resultados do processo de simulagdo num conjunto
de covariaveis continuo € num conjunto de covariaveis discreto.

Através dos resultados apresentados nas tabelas foi possivel verificar que o mo-
delo apresentou comportamento satisfatorio, ou seja, pode-se concluir que a estrutura de
dependéncia construida e as fungdes de ligagao utilizadas para predizer as médias margi-
nais foram coerentes. Além disso, os resultados similares do estudo de simulacédo nos dois
cenarios, indica que o modelo pode ser uma boa alternativa para um conjunto de dados
com resposta binaria tanto com covariaveis discretas quanto covariaveis continuas.
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I Capitulo 3 ——

Analise de residuos e diagnostico de
influéncia no modelo Poisson-Exponencial

Resumo

A partir do modelo bivariado Poisson-Exponencial, este estudo tem por finalidade apresentar uma
analise de diagndéstico para verificar os pressupostos do modelo, bem como verificar a metodologia
de Cook quanto as observagoes influentes. Foram realizadas andlises de residuos padronizados e
quantis normalizados aleatorizados, e aplicadas duas medidas de influéncia, global e local.

Palavras-chave: Residuos padronizados, residuos quantis normalizados aleatorizados, influéncia

global, influéncia local.

Abstract

From the bivariate model Poisson-Exponencial, this study aims to present a diagnostic analysis to
verify the assumptions of the model, as well as to verify Cook’s methodology for influential observa-
tions. Standardized residuals and randomized quantile residual were performed, and two measures
of global and local influence were applied.

Keywords: Standardized residual, randomized quantile residual, global influence, local influence.

3.1 Introducao

Apés o ajuste de um modelo, é necessério que se verifique quanto aos pressupos-
tos desse modelo a fim de que suas suposi¢cdes sejam satisfeitas, € interessante verificar
a proximidade dos valores obtidos pelo ajuste em relagao aos valores observados no con-
junto de dados. Nos casos em que o ajuste ndo é adequado, os resultados obtidos séo
equivocados. Um dos motivos para que o ajuste ndo seja adequado é a presenca de ob-
servagdes discrepantes no conjunto de dados, sendo necessario utilizar ferramentas ca-
pazes de reverter esta situagdo. Uma etapa bastante importante na verificagdo do ajuste
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do modelo, bem como na verificacdo de possiveis pontos atipicos que influenciam no mal
ajuste é a analise de diagndstico.

Baseada num conjunto de ferramentas, a analise de diagnostico tem por finalidade
verificar a qualidade do ajuste de um modelo que esta sendo proposto. Dentre as téc-
nicas mais utilizadas para tal andlise, encontram-se a andlise de residuos e diagnostico
de influéncia, esta que pode ser tanto global (COOK, 1977), baseada na exclusao de ca-
sos, quanto local, metodologia proposta por Cook (1986). Esta ultima é proposta a partir
de perturbagdes realizadas no modelo, na variavel resposta, nas varidveis explicativas ou
ainda na matriz de variancia e covariancia, a fim de identificar observagdes ou conjuntos
de observagdes que exercem uma influéncia desproporcional nos resultados do modelo.

Neste sentido, este estudo tem por objetivo avaliar os pressupostos do modelo
Poisson-Exponencial, um caso particular do modelo Poisson-Weibull, apresentado no ca-
pitulo anterior. Para isto, sera realizada uma analise de residuos ordinarios padronizados
e também serdo analisados os residuos quantis normalizados aleatorizados. Além disso,
objetiva-se abordar a influéncia global e local dentro dos esquemas de perturbacao reali-
zados.

3.2 Metodologia

A partir do modelo proposto no capitulo anterior, foi realizada uma analise de di-
agnostico a fim de verificar os pressupostos do modelo quanto a independéncia de cada
variavel resposta entre individuos, quanto a distribuicao das variaveis respostas, quanto as
formas dos preditores e quanto a estrutura do modelo, além de realizar pequenas pertur-
bacdes no modelo e na variavel resposta para a verificagdo da metodologia de influéncia
global e local.

As andlises foram realizadas no software R, versdo 3.5.0 (R Core Team, 2018) para
£ =(0.09,0.05,0.01,-0.002), A = (0.01, 0.025, 0.0005, 0.0036) € para vy = 1.6. As derivadas
foram calculadas numericamente para a utilizagédo direta na analise de diagnéstico global
e local, através do pacote numDeriv (GILBERT; VARADHAN, 2012)

3.2.1 Residuos

A analise foi feita de forma separada, uma para o modelo relacionado a variavel
resposta discreta Y; e outra para o modelo relacionado a variavel resposta continua, con-
dicionada a variavel resposta discreta, X; | Y;, uma vez que, segundo Fitzmaurice e Laird
(1995), geralmente realiza-se uma analise de residuos de forma individual em cada modelo
quando se trata de modelos bivariados.

Abaixo sao apresentados dois tipos de residuos, os residuos ordinarios padroni-
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zados e residuos quantis normalizados aleatorizados, os quais foram utilizados para a
realizacdo das analises residuais do modelo Poisson-Exponencial (um caso particular do
Poisson-Weibull).

3.2.1.1 Andlise de residuos ordinarios padronizados

O residuo ordinario padronizado para os modelos relacionados as variaveis respos-
tas é dado por

i~ E(Y; —E(XG Y=y
o= v — B(Y:) (3.1) e = X lYi=v) gy
(Var(Y;))'/2 (Var(X; | Y = yi))"/?

O modelo relacionado a variavel resposta Y;, que segue uma distribuicdo Poisson,
tem Var(Y;) = E(Y;) = py, entdo (3.1) pode ser reescrita da seguinte forma

P Yi — ﬂiy
iy, (ﬂiy)l/Z (3.3)
com fiyy = gy (Tiy)-

Ja o modelo relacionado a variavel resposta X; | Y; = v;, que segue uma distribui-
cdo Weibull com parametro de forma fixado em 1, tem p;,, = be Var(X; | YV; = y;) = b%.
Dessa forma, (3.2) pode ser reescrita como

P . T; — b
Tix,y, = 7[3 (3.4)
com b = % e fliy = g1 ' (Miy), assim como i, = g3 (Nix ).

3.2.1.2 Anadlise de residuos quantis normalizados aleatorizados

De acordo com Oliveira, Diniz e Durban (2018), os residuos normalizados alea-
torizados para os modelos relacionados as variaveis respostas Y; e X; | Y; sdo dados,
respectivamente, por

ri =07 (y) (3.5) ey = @7 (Fxyy (@) (3.6)
na qual ®(-) é a fungdo acumulada da distribuicdo Normal Padrdo e ¢; € uma variavel
aleatéria de uma distribuicdo Uniforme no intervalo (A;, B;], sendo A; = lim,_,,. Fy,(vy;)
e B; = Fy.(y;). Fy,(-) é a fungdo de probabilidade de massa da distribuicdo Poisson e
Fx,v,(-) é a fungéo de distribuicdo acumulada da distribuicdo Weibull.

3.2.2 Diagnostico de Influéncia

Nesta subse¢éo sdo abordadas duas analises de influéncias: global e local. Como
ja visto anteriormente, a primeira andlise exclui a observagéao perturbada e compara os
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modelos com a observacéo perturbada e sem a observacéo perturbada, o que segundo
Cook (1977) pode gerar resultados muito diferentes se um caso for excluido do conjunto
de dados. Ja a segunda analise mantém a observagao perturbada no conjunto de dados e
monitora como a perturbacédo altera os resultados (COOK, 1986).

3.2.2.1 Diagnostico de Influéncia Global

A partir do modelo proposto e da perturbacao realizada na i-ésima observacao,
aplicou-se a medida de influéncia total para determinar qual o grau de influéncia da :-
ésima observagao sob o vetor de estimativas dos parametros. Dessa forma, calculou-se as
estimativas dos parametros do conjunto de dados original e comparou-se as estimativas
dos parametros do conjunto de dados sem a i-ésima observacao. Essa comparacao é
quantificada e chamada de distancia de Cook generalizada, dada por

T AT T AT ] oo [n A . 7 7 7
na qual M é a matriz de informacéo observada, dada por (2.8), avaliado em 8 = B A =
Ae v =4, Li(B,A,v) a fungdo de log-verossimilhanga dada por (2.7), sem a i-ésima
observagéo, e Bz A, 4;, 0S respectivos estimadores de maxima verossimilhanca de 8, A
e .
Outra medida de influéncia global € o deslocamento da verossimilhanga, que € dado
pela seguinte equacéao

LD; =2 [I(B, A7) — 1B Aw i) (3.8)
Uma vez que as medidas GCD; ou LD, sdo pequenas, menos influente é a i-ésima obser-
vacao sob o vetor de estimativas dos parametros.

3.2.2.2 Diagnostico de Influéncia Local

Levando-se em consideragao o modelo proposto no capitulo 2 e aplicando-se a me-
todologia de Cook (1986), foram realizadas perturbacées no modelo e nas variaveis res-
postas, considerando o caso continuo. Logo, perturbando-se (2.7), a log-verossimilhanga
do modelo perturbado é escrita da seguinte forma

n T
1B, 0,7 |w) = wi <_Miy + yi log(pay) — log(ys!) — log(b) — b) (3.9)
i=1
comw = (wy,- -+ ,wy), 0 <w; < 1, sendo vetor de perturbagéo.

Perturbando-se a variavel resposta continua, tem-se que a log-verossimilhanca do
modelo é dada por

13,87 | @) = 3 (=g + 91 loglus) — logly) — log(v) = =) (3.10)

n
1=

1
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com z; sendo a variavel resposta perturbada, escrita como em (1.12), mas nesse caso
Tiw = T; + Sypw;. A matriz de perturbacdo A é dada também por (1.6), porém com a
perturbagao realizada em x;. J& a variavel resposta discreta Poisson ndo sera perturbada
uma vez que nao ha costume em perturbar-se variaveis resposta categoéricas.

Do capitulo 1, sabe-se que d,,,, produz a maior curvatura C,.,. A curvatura ma-

xima é dada por (1.5), na qual a matriz de perturbacéo é dada por

[ 0’8, Ay |w) ]
85@8&)T

OB, A,y | w)
9330w

1B, A,y | w)
A= 0800w . (3.11)

PUB, Ay | w)
0030w
PUB, A,y |w)
OyowT

Os célculos das derivadas primeiras da funcao de log-verossimilhanga sao apresentados
no Apéndice A, nas equacgodes (A.1), (A.2) e (A.3).

Para o caso de realizar perturbagcao nas variaveis explicativas Z;; e/ou T3;, a log-
verossimilhanga do modelo seria dada por

(B, A,y w)=) <—uiy + yi log(pz,) — log(ys!) — log(b") — b*) , (3.12)
=1
para o caso de perturbar Z;;, e/ou
n . x;
1B, A,y | @) =3 (=i + s loglruy) — loglu!) — log(b") = 1) (3.13)
1=1
para o caso de perturbar 7y;, sendo b* = % e uy, = 23,0 para (3.12) e b* =
% e u;, = T7:A; para (3.13). A matriz de perturbagao A é dada também por (1.6),

considerando as perturbagdes nas variaveis explicativas. Os graficos de d,,.. versus a
ordem das observagdes indica quais observagdes exercem influéncia sob LD(w).

Além disso, também foi de interesse avaliar a perturbagéo na :-ésima dire¢ao (LE-
SAFFRE; VERBEKE, 1998). Nesse caso a direcao d; produziu a curvatura Normal C;, dada
por (1.10), com A; sendo a i-ésima coluna na matriz de perturbacao A.

A i-ésima observagao é considerada influente se C;(8, A,v) > 23 Ci(B, A, v)/n.
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3.3 Resultados

As figuras 4 e 5 sao referentes aos gréaficos dos residuos para o cenario 1. Foram
analisados os residuos considerando-se amostras de tamanho 50 e 200.
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Para o cenario 2 foram consideradas amostras de tamanho 100 e 500. Os resulta-

dos da analise de residuos sao apresentados nas figuras 6 e 7.
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Figura 6 — Residuos padronizados e quantis normalizados para tamanho de amostra 100.
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Os gréficos (a) e (b) das quatro figuras apresentadas anteriormente sao referentes
aos residuos padronizado e quantil aleatorizado, respectivamente, do modelo associado a
variavel resposta discreta (Y;), assim como os gréficos (c) e (d) das quatro figuras séo refe-
rentes aos residuos padronizado e quantil aleatorizado, respectivamente, do modelo asso-
ciado a variavel resposta continua, condicionada a variavel resposta discreta (X; | Y; = ;).
E possivel notar que o comportamento dos residuos padronizados da distribuicdo da varia-
vel resposta Y; € semelhante nos dois cenarios e também assimétrico, para os diferentes
tamanhos de amostra. O resultado € esperado por se tratar de uma distribuicdo de dados
de contagem. Ja em relagdo aos resultados do residuo quantil normalizado aleatorizado,
para a variavel resposta discreta Y;, percebe-se que o comportamento é bastante coerente
ao da distribuicdo Normal Padrao, tanto no cenario 1 quanto no cenario 2. Os valores ficam
em torno do 0 e concentrados entre -3 e 3, para os diferentes tamanhos de amostra.

Em relagdo ao modelo associado a variavel resposta X; | Y;, nota-se que os resul-
tados dos residuos sao muito similares aos resultados do caso anterior. No gréfico (c) das
quatro figuras é apresentado o resultado acerca dos residuos padronizados e percebe-se
que seu comportamento, nos diferentes tamanhos de amostra, é coerente com a natureza
da distribuicao. Nota-se que os residuos ndo tém uma variabilidade muito grande, embora
ndo tenham um comportamento especifico e sejam assimétricos. Quanto ao grafico (d) das
quatro figuras, referente ao residuo quantil normalizado, as conclusées sao analogas ao
caso anterior, os valores estdo concentrados na faixa de -3 a 3 e em torno de 0, coerente
ao comportamento da distribuicdo Normal Padrao.

A andlise de residuos também é realizada para verificar a adequabilidade da forma
dos preditores no modelo. Para isso, foi inserido um termo quadratico no preditor corres-
pondente a variavel resposta discreta X;, que é associado a variavel explicativa t;. O mo-
delo foi gerado com o termo quadratico porém seu ajuste foi feito sem esse termo quadra-
tico nos preditores. A andlise foi realizada apenas no cenario 1 para amostra de tamanho
n = 50, sendo § = (0.09, 0.05, 0.01, -0.002), A = (0.01, 0.25, 0.0005, 0.0036) e v = 1.6.
Para a suavizacao das curvas é utilizada a técnica Lowess (CLEVELAND, 1979).

Os gréficos das figuras 8 e 9 sao referentes ao comportamento dos residuos pa-
dronizados e quantis normalizados em relagdo as variaveis explicativas zq, 29, 23, t1, t2 €
t3, sendo (a), (b) e (c) referentes a variavel resposta Y; e (d), (e) e (f) referentes a variavel
resposta X;. Na figura 8, é inserido um termo quadratico no preditor correspondente a va-
riavel resposta X;. Percebe-se no gréfico (d) que os residuos tém forma quadratica e que
nos demais graficos os residuos tém forma linear, ou seja, a utilizacdo do termo quadratico
associado a variavel explicativa ¢; € adequada no modelo.
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Nota-se que no gréfico (d), assim como no caso anterior, os residuos tém forma quadra-
tica e nos demais graficos os residuos tém forma linear. Ou seja, a utilizacao do termo
quadratico associado a variavel explicativa ¢; € adequada no modelo.

O estudo realizado aqui para verificar a adequabilidade da forma dos preditores no
modelo é realizado também para o preditor correspondente a variavel resposta Y; e para o
cenario 2, para variaveis explicativas discretas, e os resultados obtidos sdo analogos aos
resultados obtidos no estudo realizado acima.

Para a anélise de influéncia, foi acrescentado um pequeno valor a observacao de
namero 15 e foram aplicadas as técnicas de influéncia global e local a fim de verificar
se a metodologia de diagndstico reconhece essa observagao perturbada como influente
no conjunto de dados ou ndo. Para o diagnédstico de influéncia local foram realizados
dois tipos de esquemas de perturbacao, ponderacdo de casos e perturbagdo na varia-
vel resposta continua, sendo que a variavel resposta discreta ndo é perturbada pois nao
h& costume em perturbar-se variaveis respostas categéricas. Além disso, posterior a esse
estudo, apropriou-se também da metodologia de Lesaffre e Verbeke (1998) para analisar
a influéncia local total para a i-ésima observacao, no caso, a observagdo de niumero 15.
Nas figuras 10 e 11 sdo apresentados os graficos de d,,., da curvatura na dire¢éo d;, com
i = 1,---,n, da distancia de Cook generalizada, e da curvatura normal (| C; |) para a
1-ésima observacgao.
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Figura 10 — Influéncia Local para a perturbacgao realizada na observagao 15 - Cenario 1.
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Os gréficos (a) e (b) sédo relacionados ao esquema de perturbacao de ponderacao
de casos e os graficos (c) e (d) ao esquema de perturbacao na variavel resposta.
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Figura 11 — Influéncia Local para a perturbacgao realizada na observacao 15 - Cenario 2.

Ja a figura 12 apresenta os graficos de influéncia global para a realiza¢ao da pertur-
bacado na observagao de numero 15 do conjunto de dados, tanto para o cenario 1 quanto
para o cenario 2.

Figura 12 — Influéncia Total para a perturbacao realizada na observacao 15 - Cenarios 1 e
2
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Nota-se pelos graficos das figuras acima que as metodologias de influéncia local
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e global identificam a observacdo 15 como influente. Uma alternativa para verificagcao da
influéncia global é calcular o quanto a observacgao retirada do conjunto de dados modifica
nas estimativas dos parametros. Na Tabela 3 sdo apresentadas as medidas percentuais
nas estimativas dos pardmetros do modelo, dos cenarios 1 e 2, retirando-se a observacao
de numero 15 do conjunto de dados.

Tabela 3 — Mudanca nas estimativas de Maxima Verossimilhanca (%) - Cenario 1 e 2

Cenario Bo B1 B2 B3 do 01 02 03 A
1 -137.48 -12.99 -43.81 -56.05 -70.02 -814.86 1682.93 -134.5 31.07
2 2.2 -13.04 -240.34 8.73 -98.13 -36.8 -99.7 -1170.51 14.38

No caso do cenario 1, em que as covariaveis sao continuas, percebe-se que a
observagdo de nimero 15 altera em mais de 100%, em médulo, a estimativa do intercepto
Bo, 814.86%, em modulo a estimativa do parametro 5, e em mais de 1000% a estimativa
do parametro d,. J& no cenario 2, para as covariaveis discretas, a observagdo de nimero
15 modifica em mais de 200%, em moédulo, a estimativa de [3,, quase 100%, em médulo, a
estimativa do intercepto &, e mais de 1000%, em modulo, a estimativa de 6.

3.4 Conclusao

Neste capitulo foi realizada uma analise de diagnéstico para verificar os pressupos-
tos do modelo proposto no capitulo anterior. Ao modelo Poisson-Weibull com parametro de
forma fixado em 1 foram feitas, para cada variavel resposta de forma separada, analises de
residuo padronizado e quantil normalizado. A primeira resultou em graficos assimétricos
e com pouca variabilidade entre os residuos, a fim de mostrar acerca da distribuicao das
variaveis respostas, € a segunda mostrou sobre os residuos vindos de uma distribuicao
Normal, com resultados variando em torno de zero, numa faixa de -3 a 3. Com os resulta-
dos apresentados nas tabelas, foi possivel concluir que os pressupostos do modelo foram
alcancados.

Ainda, uma observacao foi perturbada com a intencao de verificar se as metodolo-
gias de influéncia global e local identificavam essa observagdo como influente no conjunto
de dados. Para isso, no caso de influéncia local, foram realizadas duas formas de pertur-
bacdo, ponderacao por casos e perturbacdo na variavel resposta. Também foi realizada
uma analise de influéncia local total, numa Unica direcao para a construcao do grafico da
curvatura normal C; para a observagao de nimero 15. A metodologia em ambos os casos
identificou a observagdo como influente. O mesmo pode ser concluido ao realizar a ana-
lise global e ao retirar a observacéao do conjunto de dados. Foi verificado que a observacao
alterou as estimativas dos parametros.
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I Capitulo 4 ——————————

Consideracoes Finais

A importancia do estudo de modelos bivariados se da pelo fato de muitas situacoes
admitirem dois resultados possiveis como resposta. Nesse sentido, o presente estudo teve
como objetivo apresentar um modelo que apresenta duas variaveis respostas, com a in-
tencéo de verificar a associagao entre essas variaveis. Sendo assim, o modelo Poisson-
Weibull com parametro de forma fixado em 1 é uma proposta nova na literatura e para tal
foram realizados estudos de simulacdo, para diferentes tamanhos de amostras, bem como
andlises de residuos, para verificar a robustez desse modelo, bem como avaliar seus pres-
supostos. Os resultados apresentados no decorrer do trabalho mostram que o modelo tem
um bom ajuste e que todos os pressupostos sao satisfeitos. Além disso, a partir desse mo-
delo, foram realizados alguns esquemas de perturbagao para verificar a adequabilidade da
metodologia de influéncia local e global. Percebe-se que de fato a metodologia reconhece
as observacgoes perturbadas.
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IEEEsesss—————— Capitulo 5  —————————

Trabalhos Futuros

Como proposta para futuros trabalhos sao listados pelo menos trés:

Ajustar o modelo a conjunto de dados reais;

Considerar outras estruturas de dependéncia;

Estender o modelo proposto considerando o parametro "a"diferente de 1;

Aplicar a metodologia de Zhu et al. (2007) para verificar os esquemas de perturbagéao;

Aplicar outros esquemas de perturbacao ao modelo proposto.
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meesssssssssssss APENDICE A ma—

Equacoes de Verossimilhanca

O vetor escore é dado por U = (U(B)T,U(A)T,U(~v))?, cujos elementos sédo da-
dos pela derivada primeira da funcéo de log-verossimilhnanga em relagdo aos respectivos

parametros. Logo, U () = %l—é'i), U(A) = gl—g, U(y) = 85—9.

Abaixo, encontram-se as derivadas calculadas em relagcéo a cada parametro.
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o) (1 + piy(y — 1))
o = (e (M 2
Bl(-) N o ) ) ) 8 [z
Z i) + Ly Logs,) — —log(ys!) ——log(b) — — (2
> ; (%( uy)+87(y 0g(piy)) 5 og(y:!) — 5 0g(b) 5 (b>
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A matriz de informacao observada, que € dada por

Mg Mg Mg,
M=| My Mx My, |,

T T

ML ML M,

tem seus elementos calculados a partir da derivada segunda da func¢ao de log-verossimilhanca,

- . A . 921(- 821 921(-
em relacdo aos respectivos parametros Ou seja, My = 85(2), Mp = aA(g), M, = 67(2),

Mpgn = 8‘22118(2 , Mg, = g;fgi e Ma, = () . Dessa forma, derivando-se (A.1) em relagéo

ao parametro B, tem-se
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Derivando-se (A.2) em relacdo ao parametro A;, tem-se:
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Derivando-se (A.3) em relagao ao parametro v, tem-se:
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Derivando-se (A.1) em relagdo ao parametro A;, tem-se:
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Derivando-se (A.2) em relagdo ao parametro [3;, tem-se
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Derivando-se (A.1) em relagao ao parametro v, tem-se
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Derivando-se (A.3) em relacdo ao parametro j3;, tem-se
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Derivando-se (A.2) em relagcdo ao parametro v,tem-se
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Derivando-se (A.3) em relagdo ao parametro A;,tem-se
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