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Resumo

Este trabalho propõe um modelo bivariado para variáveis resposta discreta e contínua,

sendo que a resposta discreta segue uma distribuição Poisson e a resposta contínua, con-

dicionada à discreta, segue uma distribuição Weibull com parâmetro de forma fixado em

1 (ou seja, distribuição Exponencial). É estabelecida uma estrutura de dependência entre

as variáveis respostas, que depende das médias marginais, da variável resposta discreta

e de uma medida de associação entre as variáveis respostas, e são assumidos conjun-

tos de covariáveis que se relacionam às médias marginais através de funções de ligação.

Para a análise de resíduos, foram analisados os resíduos ordinários padronizados e os

resíduos quantis normalizados aleatorizados. Quanto à verificação de possíveis observa-

ções influentes, foram realizadas duas análises: global e local. A primeira análise exclui

a observação candidata a influente e analisa os dados com essa observação deletada, e

a segunda análise realiza pequenas perturbações no conjunto de dados ou nas variáveis

explicativas ou nas variáveis respostas, a fim de verificar as modificações ocorridas.

Palavras-chave: Modelos bivariados, variáveis respostas discretas e contínuas, análise de

resíduos, influência global, influência local.



Abstract

This work proposes a bivariate model for discrete and continuous response variables,

where the discrete response follows a Poisson distribution and the continuous response,

conditioned to the discrete, follows a Weibull distribution with a shape parameter set to 1

(ie Exponential distribution). A dependence structure is established between the response

variables, which depends on the marginal means, the variable discrete response and a

measure of association between the response variables, and covariate sets are assumed

that relate to the marginal means through link functions. For the residual analysis, we ana-

lyzed the standardized residuals and randomized quantile residuals. As for the verification

of possible influential observations, two analyzes were performed: global and local. The

first analysis excludes the influential candidate observation and analyzes the data with this

deleted observation, and the second analysis performs small disturbances in the data set

or in the explanatory variables or the response variables in order to verify the modifications

that have occurred.

Keywords: Bivariate models, discrete and continuous responses, residual analysis, global

influence, local influence.
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Introdução

A modelagem estatística se apropria de expressões matemáticas a fim de explicar

fenômenos que ocorrem no dia-a-dia. Em muitos casos, os modelos matemáticos são sufi-

cientes para explicar um grande número de situações, mas muitos fenômenos necessitam

de modelos probabilísticos, que são modelos aplicáveis cujos resultados de experimentos

futuros são desconhecidos. Os modelos probabilísticos são utilizados nas mais diversas

áreas, simplificam a realidade dos dados ao passo que apresentam suas principais carac-

terísticas. Por exemplo, é necessário apropriar-se de um modelo probabilístico a fim de

buscar informações acerca da precipitação de chuva que cai em uma determinada loca-

lidade, a ponto de poder explicar a situação mais rigorosamente, embora se dispunha de

instrumentos para registrar a precisão e fornecer informações valiosas.

No exemplo acima, a variável de interesse é somente a precipitação de chuva,

mas há situações em que se admitem dois resultados possível como resposta, uma vez

que as observações acontecem simultaneamente, como, por exemplo, gastos médicos dos

pacientes no período de internação e a utilização, ou não, do centro cirúrgico (OLIVEIRA;

DINIZ; DURBÁN, 2018) e efeitos da dosagem de etilenoglicol (EG) no peso fetal de um rato

e a má formação ou não do recém nascido (FITZMAURICE; LAIRD, 1995). Nesses casos,

é possível fazer uma análise dos dados de forma independente ou levar em consideração

a relação entre as duas respostas, o que é preferível, pois a análise gera resultados mais

próximos à realidade. Nesse caso, apropria-se de um modelo bivariado com uma estrutura

de dependência entre as respostas.

Dentre os tipos de modelos bivariados, encontram-se modelos cujas respostas são

ambas discretas, ambas contínuas ou ainda modelos cujas respostas são mistas, uma

discreta e outra contínua. Acerca de modelos bivariados com respostas discretas, Jung e

Winkelmann (1993) utilizam um modelo de Poisson para o estudo da distinção de dois tipos

de mobilidade de trabalho, emprego direto a mudanças de emprego (que são assumidas

como voluntárias) e mudanças de emprego depois de passar por um período de desem-

prego (assumido como involuntário). Ophem (1999) apresenta um método para estimar
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variáveis aleatórias discretas correlacionadas da distribuição Poisson em dados recreati-

vos holandeses. Berkhout e Plug (2004) introduzem um modelo que permite uma estrutura

de correlação mais flexível e Khafri, Kazemnejad e Eskandari (2008) apresentam uma aná-

lise de dados de fertilização in vitro em casais inférteis, utilizando um modelo de Poisson

bivariado, além de uma análise Bayesiana para a estimação de parâmetros.

No que trata de modelos bivariados com respostas contínuas, Scollnik (2002) ana-

lisa dois modelos de regressão para dados bivariados, utilizando, num primeiro momento,

um modelo de Pareto-Gama e, num segundo, um modelo de Pareto bivariado. Já Song,

Barnhart e Lyles (2004) estimam a correlação entre variáveis respostas de uma pesquisa

sobre HIV através de equações de estimação generalizadas.

Os primeiros trabalhos encontrados na literatura referentes a modelos bivariados

com resposta mista são: Tate (1954), que trabalha com um modelo Bernoulli-Normal num

problema no campo da psicologia, Olkin, Tate et al. (1961), que consideram o modelo ado-

tado por Tate (1954) e estendem para uma versão multivariada, Little e Schluchter (1985),

que trabalham com uma classe de modelos gráficos com base na distribuição Normal con-

dicionada, Lauritzen e Wermuth (1989), que com uma extensão do modelo de Olkin, Tate

et al. (1961), apresentam procedimentos de máxima verossimilhança na análise de dados

mistos contínuos e categóricos, com valores faltantes, considerando um modelo Normal

multivariado para a variável resposta contínua e um modelo Poisson/Multinomial para os

dados categóricos, e Fitzmaurice e Laird (1995), que também apresentam uma extensão

do modelo de Olkin, Tate et al. (1961), com a vantagem dos parâmetros terem interpretação

marginal e das estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros serem consisten-

tes, mesmo que a associação entre as variáveis respostas não seja especificada.

Além dos já citados acima, Yang et al. (2007) apresentam um modelo na qual a

variável resposta discreta é assumida seguindo distribuição de Poisson, sendo que o mo-

delo inicial é também estendido para dados longitudinais. Prado et al. (2013) apresentam

um modelo Bernoulli-Exponencial com abordagem Bayesiana para a estimação dos parâ-

metros e Oliveira, Diniz e Durbán (2018) propõem uma classe ampla e geral de modelos

de regressão bivariados com respostas mistas, cuja variável resposta discreta pertencente

à família exponencial uniparamétrica ou biparamétrica, enquanto que a variável resposta

contínua, condicionada à variável resposta discreta, pertencente à família exponencial uni-

paramétrica ou biparamétrica.

Existem alguns métodos que podem ser utilizados na construção de modelos biva-

riados, tais como o método da fatoração, método de transformação marginal, método de

construção via cópulas, método de mistura e combinação (BALAKRISHNA; LAI, 2009). No

caso de modelos bivariados com resposta mista, tem-se apropriado muito do método da

fatoração, na qual a função conjunta é escrita como o produto da distribuição marginal pela

distribuição condicional.
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Muitas vezes, o conjunto de dados utilizado para o modelo proposto pode apresen-

tar observações atípicas que influenciam no ajuste final, gerando resultados equivocados.

Dessa forma, após a escolha de um modelo, é necessário verificar essas possíveis obser-

vações, realizando uma análise de diagnóstico.

Uma das técnicas utilizadas para esta finalidade é a técnica de diagnóstico global,

baseada na exclusão de casos. Esta é apresentada por Cook (1977), Cook e Weisberg

(1982) e Belsley, Kuh e Welsch (2005), e consiste em ajustar novamente o modelo pro-

posto, desconsiderando uma das observações (uma de cada vez) e verificar as mudanças

ocorridas nos resultados das análises do modelo. Além dessa, Cook (1986) propôs uma

nova metodologia de diagnóstico com o enfoque local, baseada em avaliar as influências

sob pequenas perturbações, no modelo ou nos dados.

Segundo Verbeke e Molenberghs (2000), o que motivou Cook nos seus estudos so-

bre avaliação de influência local foi uma famosa citação de George Box, o qual afirma que

todos os modelos estatísticos estão errados, e que apenas alguns são úteis. Cook afirma

que se mostram mais confiáveis os modelos que se apresentam relativamente estáveis sob

pequenas modificações.

O processo de diagnóstico local está relacionado ao afastamento da verossimi-

lhança do modelo perturbado com o modelo postulado e a metodologia pode ser aplicada

a uma grande variedade de modelos estatísticos. De forma especial, aplica-se bem a mo-

delos de regressão, uma vez que o requisito para utilizá-la é possuir função de verossimi-

lhança específica do modelo.

Dentre os diversos trabalhos encontrados na literatura que utilizam da metodologia

de Cook (1986), destacam-se Thomas e Cook (1989), os quais utilizaram a metodologia

para modelos lineares generalizado, e Paula (1993), que utiliza a técnica de influência local

com o espaço paramétrico restrito em modelos de regressão linear. Outros trabalhos que

se apropriam de tal assunto e que podem ser conferidos são: Pettit (1986), que utiliza a me-

todologia na escolha do modelo bayesiano, Escobar e Jr (1992), que avaliam a influência

na análise de regressão com dados censurados, Zhu et al. (2001), que utilizam medidas

de exclusão de casos para modelos com dados incompletos, Lee e Xu (2004), que utilizam

a metodologia em modelos de efeitos mistos não lineares, Russo (2010), que utiliza a me-

todologia em modelos não lineares elípticos para dados correlacionados, e Andrade et al.

(2016), que utiliza um banco de dados com réplicas balanceadas.

Além da metodologia proposta por Cook (1986), Zhu et al. (2007) propõe, a partir

desta, uma nova metodologia a fim de verificar a adequação da perturbação, uma vez que

perturbar o modelo ou os dados de forma arbitrária pode conduzir o estudo a resultados

equivocados. Os autores sugerem medir a quantidade de perturbação, a extensão com que

cada entrada do vetor de perturbação contribui, além do grau de ortogonalidade, uma vez

que os elementos do vetor de perturbação podem não ser ortogonais entre si. Zhu et al.
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(2007) afirmam que, como as entradas de um vetor de perturbação podem não ser ortogo-

nais, um cuidado especial deve ser tomado quanto à interpretação acerca das medidas de

influência local de tal perturbação. No caso da perturbação não atender as condições da

metodologia de avaliação, os autores propõe um novo vetor de perturbação, de tal forma

que seus elementos sejam não correlacionados.

Dada a importância da modelagem de dados bivariados, é importante que se dis-

punha de modelos dessa natureza para aplicações de conjuntos de dados reais. Dessa

forma, este trabalho tem por objetivo apresentar uma proposta de modelo bivariado com

respostas mistas, considerando-se uma variável resposta discreta que segue uma distribui-

ção Poisson e uma variável resposta contínua, condicionada à variável resposta discreta,

que segue uma distribuição Weibull com parâmetro de forma fixado em 1. Nesse caso, a

variável resposta condicionada segue uma distribuição Exponencial.

Neste sentido, no primeiro capítulo são apresentados três modelos bivariados com

respostas mistas, retirados da literatura, e é feita uma abordagem sobre a metodologia

de influência global (COOK, 1977) e local (COOK, 1986). O segundo capítulo trata da

realização de um estudo de simulação para verificar o ajuste do modelo quanto ao viés, raiz

quadrada do erro quadrático médio, desvio padrão, medidas dos erros padrão assintóticos

e probabilidade de cobertura, para vários tamanhos de amostra. E por fim, com o objetivo

de avaliar os pressupostos do modelo, o capítulo três apresenta duas análises de resíduos

que foram realizadas, bem como alguns esquemas de perturbação para verificar a eficácia

da metodologia de influência global e da metodologia de influência local, mencionadas

anteriormente.
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Capítulo 1

Modelagem

A modelagem de dados bivariados com respostas mista discreta e contínua dá

origem a dois possíveis tipos de modelos, dependendo se a variável de condicionamento é

a variável resposta discreta ou contínua. No caso da variável resposta 𝑌𝑖 provir de alguma

distribuição discreta, por exemplo, então a variável resposta condicionada, 𝑋𝑖 | 𝑌𝑖, será

uma variável resposta continua. Nesse tipo de modelagem também é natural usar funções

de ligação para relacionar a esperança marginal das variáveis respostas a um conjunto de

covariáveis, podendo ser utilizada qualquer função de ligação.

Já a dependência entre as duas variáveis respostas é inserida no modelo através

de uma estrutura de dependência, que é determinada pela média condicional e denotada

por 𝜆𝑖 = E(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖). Além disso, essa estrutura de dependência é relacionada às médias

marginais, à variável resposta discreta e a um parâmetro 𝛾 (que é uma medida de asso-

ciação entre as variáveis respostas, podendo ela ser o coeficiente de correlação) através

de uma função ℎ(·) tal que 𝜆𝑖 = ℎ(𝑦𝑖, 𝜇𝑖𝑌 , 𝜇𝑖𝑋 , 𝛾). A escolha de ℎ(·) deve ser tal deve per-

tencer ao espaço paramétrico e E(𝜆𝑖) = 𝜇𝑖𝑥, uma vez que deve satisfazer a propriedade

E(E(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖)) = E(𝑋𝑖), com E(𝑋𝑖) = 𝜇𝑖𝑥.

A fim de obter a expressão da função conjunta do vetor de resposta, basta fazer

o produto da distribuição marginal de uma das respostas pela distribuição condicional da

resposta restante dada a outra resposta. Esse procedimento é conhecido como método de

fatoração.

1.1 Modelos Bivariados Mistos

Nesta seção, serão apresentados alguns modelos de distribuições bivariados com

respostas mistas, como por exemplo, “Regression Models for a Bivariate Discrete and Con-

tinuous Outcome with Clustering", de Fitzmaurice e Laird (1995), “Regression models for
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mixed Poisson and continuous longitudinal data", de (YANG et al., 2007), e “A class of bi-

variate regression models for discrete and/or continuous responses", de Oliveira, Diniz e

Durbán (2018).

1.1.1 Modelo de Fitzmaurice e Laird (1995)

O modelo introduzido por Fitzmaurice e Laird (1995) foi motivado por problemas

estatísticos que surgiram a partir da análise de dados de um experimento de peso fetal

e toxicidade desepitelial por má formação do etileno glicol em camundongos. Neste es-

tudo, uma quantidade crescente de doses de uma substância química foi administrada em

fêmeas gestantes durante o período de maior organogênese. Após a morte do animal, o

conteúdo uterino foi avaliado quanto ao número de locais de implantação, óbitos fetais e

fetos vivos. Cada feto vivo foi examinado em busca de evidências de má formação, assim

como o peso fetal também foi registrado para cada feto vivo. Uma das principais questões

de interesse científico era determinar os efeitos da dose no peso fetal e na má formação.

Neste trabalho, os autores discutiram os métodos de regressão para a análise con-

junta de resultados discretos e contínuos bivariados. Concentraram-se em modelos de

regressão marginal, cuja esperança marginal do vetor de resposta está relacionada a um

conjunto de covariáveis por algumas funções de ligação. Os parâmetros de regressão para

a esperança marginal são de interesse primário, em comparação ao parâmetro de associ-

ação entre a resposta discreta e contínua.

A variável resposta discreta é representada pela má formação e provém de uma

distribuição Bernoulli, visto que aceita resposta binária, enquanto que a variável peso, con-

dicionada à má formação, representa a variável resposta contínua e segue uma distribuição

Normal.

Seguem as funções utilizadas na modelagem.

Seja, 𝑌𝑖 é uma variável discreta tal que 𝑌𝑖 ∼ Bernoulli(𝜇𝑖𝑌 ), em que 𝜇𝑖𝑌 é a média

de 𝑌𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛. Como a distribuição Bernoulli pertence à família exponencial, pode-se

reescrevê-la de tal forma que

𝜃𝑖 = 𝑙𝑜𝑔

(︃
𝜇𝑖𝑌

1 − 𝜇𝑖𝑌

)︃
, 𝑏(𝜃𝑖) = 𝑙𝑜𝑔(1 + 𝑒𝑥𝑝(𝜃𝑖)), 𝛼(𝜑) = 1 e 𝑐(𝑦𝑖, 𝜑) = 0.

A função de variância é dada por Var(𝜇𝑖𝑌 ) = 𝜇𝑖𝑌 (1 − 𝜇𝑖𝑌 ).

Assumindo que um conjunto de 𝑝 covariáveis 𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2, · · · , 𝑧𝑖𝑝 esteja disponível para

predizer 𝑌𝑖, então

𝜂𝑖𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑧𝑖1 + · · · + 𝛽𝑝𝑧𝑖𝑝 = 𝑍𝑖1𝐵1

na qual, 𝛽𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 𝑝 são os coeficientes de regressão.
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Assumindo também que 𝑔1(·) é uma função de ligação canônica para o modelo

Bernoulli, ou seja

𝑔1(𝜇𝑖𝑌 ) = 𝑙𝑜𝑔

(︃
𝜇𝑖𝑌

1 − 𝜇𝑖𝑌

)︃
= 𝜂𝑖𝑌 .

tem-se

𝜇𝑖𝑌 = 𝑔−1
1 (𝜂𝑖𝑌 ) = 𝑒𝑥𝑝(𝜂𝑖𝑌 )

1 + 𝑒𝑥𝑝(𝜂𝑖𝑌 ) .

Seja também 𝑋𝑖 uma variável contínua tal que 𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 ∼ 𝑁(𝛼𝑖, 𝜎2), em que

𝛼𝑖 é a média e 𝜎2 é a variância de 𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛. A função densidade de

𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 é escrita na forma da família exponencial, na qual

𝜐𝑖 = 𝛼𝑖, 𝑏*(𝜐𝑖) = 𝜐2
𝑖

2 ,
1

𝛼*(𝜙) = 1
𝜙

= 1
𝜎2 e 𝑐*(𝑥𝑖, 𝜙) = −1

2 𝑙𝑜𝑔(2𝜋𝜙) − 1
2

𝑥2
𝑖

𝜙
.

A função de variância é dada por 𝑄(𝛼𝑖) = 1.

Considerando que o mesmo conjunto de covariáveis 𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2, · · · , 𝑧𝑖𝑝 esteja disponí-

vel para predizer 𝑋𝑖, então

𝜂𝑖𝑋 = 𝛿0 + 𝛿1𝑧𝑖1 + · · · + 𝛿𝑝𝑧𝑖𝑝 = 𝑍𝑖1Δ1

Assume-se que 𝑔2(·) e 𝑔3(·) são funções de ligação identidade e que ℎ5(·) seja

dada por

ℎ5(𝑦𝑖, 𝜇𝑖𝑌 , 𝜇𝑖𝑋 , 𝛾) = 𝜇𝑖𝑋 + 𝛾(𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑌 ) = 𝜀1.

Logo, 𝛼𝑖 = 𝜇𝑖𝑋 + 𝛾(𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑋).

Note que E(𝛼𝑖) = E[𝜇𝑖𝑋 + 𝛾(𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑋)] = E[𝜇𝑖𝑋 ] = 𝜇𝑖𝑋 , indicando que as escolhas

de 𝑔3(·) e ℎ5(·) estão coerentes com a construção do modelo.

1.1.2 Modelo de Yang et al. (2007)

A motivação dos autores com esse trabalho foi a partir do estudo de coorte da

base de dados da cistite intersticial, cuja doença é caracterizada por sintomas em pelo

menos um dos três fatores: dor na região pélvica ou da bexiga, urgência (pressão para

urinar) e frequência de micção. Este estudo de coorte contém dados longitudinais sobre

dor, urgência e frequência urinária e para cada indivíduo, o escore de dor, de urgência e de

frequência urinária estão associados a covariáveis que foram observados em momentos

diferentes, na qual a variável resposta frequência urinária é discreta e escore de dor e

urgência urinária são contínuas.

A partir disso, o objetivo dos autores foi desenvolver modelos de regressão para

avaliar a influência das covariáveis nas respostas e investigar a correlação que muda ao

longo do tempo entre a variável resposta contínua, ou escore de dor ou escore de urgência
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urinária, e a variável resposta discreta. Para isso, apropriaram-se da distribuição Poisson,

para o caso da variável resposta discreta, e da distribuição Normal, para o caso da variável

resposta contínua condicionada à variável resposta discreta.

Dessa forma, seja 𝑌𝑖 uma variável resposta discreta que segue uma distribuição

Poisson, com média 𝜇𝑖𝑌 , 𝑖 = 1, · · · , 𝑛 e seja também a variável resposta contínua condici-

onada à variável resposta discreta, 𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 que segue uma distribuição Normal, com

média 𝛼𝑖 e variância 𝜎2 de (𝑋𝑖 | 𝑌𝑖).

Uma vez que a distribuição Poisson pertence à família exponencial, então

𝜃𝑖 = 𝑙𝑜𝑔(𝜇𝑖𝑌 ), 𝑏(𝜃𝑖) = 𝑒𝑥𝑝(𝜃𝑖), 𝛼(𝜑) = 1 e 𝑐(𝑦𝑖𝑗, 𝜑) = −𝑙𝑜𝑔(𝑦!).

A variância é dada por Var(𝑌𝑖) = 𝜇𝑖𝑌 .

Considerando 𝜂𝑖𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑧𝑖1 + · · · + 𝛽𝑝𝑧𝑖𝑝 e a função de ligação canônica 𝑔1(·)
para o modelo Poisson, tem-se

𝜇𝑖𝑌 = 𝑔−1
1 (𝜂𝑖𝑌 ) = 𝑒𝑥𝑝(𝜂𝑖𝑌 ).

A função densidade de 𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 pode se escrita na forma da família exponencial

e é dada por

𝜐𝑖 = 𝛼𝑖, 𝑏*(𝜐𝑖) = 𝜐2
𝑖

2 ,
1

𝛼*(𝜙) = 1
𝜙

= 1
𝜎2 e 𝑐*(𝑥𝑖, 𝜙) = −1

2 𝑙𝑜𝑔(2𝜋𝜙) − 1
2

𝑥2
𝑖

𝜙
.

na qual E(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖) = 𝛼𝑖 e Var(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖) = 𝜎2, com 𝑖 = 1, · · · , 𝑛. Assumindo-se que

o mesmo vetor de covariáveis esteja 𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2, · · · , 𝑧𝑖𝑝 esteja disponível para predizer 𝑋𝑖,

então 𝜂𝑖𝑋 , 𝑔2(·), 𝑔3(·) e ℎ5(·) são análogos aos considerados no modelo Bernoulli-Normal,

visto anteriormente.

1.1.3 Modelo de Oliveira, Diniz e Durbán (2018)

Nesse trabalho, os autores Oliveira, Diniz e Durbán (2018) propuseram uma classe

mais geral de modelos bivariados com respostas mistas, tendo em vista a necessidade de

modelos mais flexíveis e alternativos para a aplicação de conjuntos de dados disponíveis.

Para isso, os autores supuseram que a distribuição da variável resposta discreta, assim

como a distribuição da variável resposta contínua, condicionada à variável resposta dis-

creta, devessem pertencer à família exponencial; e também, as covariáveis deveriam ser

relacionadas às médias marginais através de funções de ligação.

Além disso, foi proposto um modelo bivariado de resposta mista, a partir da apli-

cação de um banco de dados fornecido por uma operadora de planos de saúde. Esse

conjunto de dados continha informações acerca do total de gastos hospitalares produzidos

por 300 pacientes no período de internação, a utilização ou não do centro cirúrgico, o tempo
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de permanência (em dias), a idade, o sexo, o status do paciente na chegada ao hospital

e a especialidade médica solicitada, de acordo com o problema do paciente, tendo como

objetivo determinar a relação entre o gasto obtido e a utilização ou não o centro cirúrgico.

Sendo que a variável resposta discreta, utilização do centro cirúrgico, exige apenas

duas possibilidades, os autores apropriaram-se de uma distribuição Bernoulli. Já para a

variável resposta contínua, condicionada à variável resposta discreta, apropriaram-se da

distribuição Exponencial. Assim 𝑌𝑖 é uma variável resposta discreta com parâmetros 𝜇𝑖𝑌 ,

que está associado a um conjunto de 𝑝 covariáveis 𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2, · · · , 𝑧𝑖𝑝, 𝜂𝑖𝑌 e 𝑔𝑖(·), com 𝑖 =
1, · · · , 𝑛, e 𝑋𝑖 é uma variável resposta contínua na qual a distribuição condicional de 𝑋𝑖,

dado a variável resposta discreta 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖, tem como parâmetro 1
𝛼𝑖

, na qual 𝛼𝑖 = E(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖),
𝑖 = 1, · · · , 𝑛.

A função densidade de 𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 pode ser reescrita na forma

𝜐𝑖 = − 1
𝛼𝑖

, 𝑏*(𝜐𝑖) = −𝑙𝑜𝑔(−𝜐𝑖),
1

𝛼*(𝜙) = 1
𝜙

= 1 e 𝑐*(𝑥𝑖, 𝜙) = 0.

A função de variância é dada por 𝑄(𝛼𝑖) = 𝛼2
𝑖 .

Assumindo que um conjunto de 𝑞 covariáveis 𝑡𝑖1, 𝑡𝑖2, · · · , 𝑡𝑖𝑞 para predizer 𝑋𝑖, tem-

se

𝜂𝑖𝑋 = 𝛿0 + 𝛿1𝑡𝑖1 + · · · + 𝛿𝑞𝑡𝑖𝑞 = 𝑇𝑖1Δ1.

Considerando 𝑔2(·) a função de ligação logarítmica, tem-se 𝜇𝑖𝑋 = 𝑒𝑥𝑝(𝜂𝑖𝑋). Consi-

derando 𝑔3(·) a função de ligação identidade e que ℎ5(·) seja dada por

ℎ5(𝑦𝑖, 𝜇𝑖𝑌 , 𝜇𝑖𝑋 , 𝛾) = (1 − 𝑦𝑖 + 𝜇𝑖𝑌 )𝜇𝑖𝑋 .

Como 𝛼𝑖 = 𝑔−1
3 (ℎ5(𝑦𝑖, 𝜇𝑖𝑌 , 𝜇𝑖𝑋 , 𝛾)), então 𝛼𝑖 = (1 − 𝑦𝑖 + 𝜇𝑖𝑌 )𝜇𝑖𝑋 . Note que as

escolhas de 𝑔3(·) e ℎ5(·) são adequadas uma vez que E(𝛼𝑖) = E[(1 − 𝑦𝑖 + 𝜇𝑖𝑌 )𝜇𝑖𝑋 ] = 𝜇𝑖𝑋

é verificada.

1.2 Análise de Diagnóstico

Os métodos de diagnósticos são úteis para apresentar inadequações em um mo-

delo. Segundo Cook (1977), a estabilidade ou até o estudo da variação nos resultados de

uma análise quando a formulação do problema é modificada, é uma questão que não pode

ser facilmente abordada por esses métodos.

Abaixo, seguem duas técnicas para verificação de possíveis influências no conjunto

de dados: técnica de influência global (COOK, 1977), que exclui a 𝑖-ésima observação do

conjunto de dados e compara as estimativas do modelo com e sem a observação dele-

tada, e a técnica de influência local (COOK, 1986), que realiza pequenas perturbações no
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modelo ou nas variáveis, explicativas ou nas respostas, a fim de verificar o comportamento

do modelo dada esta pequena perturbação.

1.2.1 Diagnóstico de Influência Global

A partir de um modelo proposto, uma forma de determinar possíveis observações

influentes num conjunto de dados é calcular a distância de Cook generalizada, ou seja,

calcular as estimativas dos parâmetros do conjunto de dados original e compará-las às

estimativas do conjunto de dados sem a 𝑖-ésima observação. Essa distância quantifica o

quanto esta 𝑖-ésima observação impacta nos estimadores de máxima verossimilhança, e

é calculada da seguinte forma:

GCD𝑖 = (𝜃(𝑖) − 𝜃)𝑇 𝐽(𝜃)(𝜃(𝑖) − 𝜃) (1.1)

sendo 𝜃 o vetor de parâmetros, 𝜃(𝑖) o estimador de máxima verossimilhança de 𝜃, sob 𝑙(𝜃)𝑖

do modelo sem a 𝑖-ésima observação, e 𝐽(𝜃) a matriz de informação de Fisher observada.

Outra maneira de comparar 𝜃 e 𝜃(𝑖) é calcular o afastamento das verossimilhança,

dado por

LD𝑖 = 2(𝑙(𝜃) − 𝑙(𝜃(𝑖))) (1.2)

na qual 𝑙(𝜃) é a função de log-verossimilhança do estimador de máxima verossimilhança

(𝜃) e 𝑙(𝜃(𝑖)) é a função de log-verossimilhança avaliada no estimador de máxima verossimi-

lhança (𝜃) sem a 𝑖-ésima observação. A 𝑖-ésima observação é considerada como influente

se o valor de GCD𝑖 ou LD𝑖 são grandes.

1.2.2 Diagnóstico de Influência Local

Uma outra forma de verificar a influência de observações num conjunto de dados

é tomar o modelo completo como correto e comparar as estimativas deste modelo com as

estimativas do modelo perturbado. De acordo com Cook (1986), para um dado conjunto de

dados no qual 𝜃 é um vetor de parâmetros desconhecidos com dimensão (𝑝 x 1), considera-

se 𝜔 = 𝜔𝑛 o vetor de perturbação, 𝜃 o estimador do modelo postulado, 𝜃𝜔 o estimador do

modelo perturbado, 𝑙(𝜃) a log-verossimilhança considerando os estimadores de máxima

verossimilhança sob 𝑙(𝜃) e 𝑙(𝜃𝜔) a log-verossimilhança considerando os estimadores de

máxima verossimilhança sob 𝑙(𝜃𝜔).

Assumindo-se que existe um 𝑤0 em Ω tal que 𝐿(𝜃) = 𝐿(𝜃 | 𝑤0) e que 𝐿(𝜃 | 𝜔) é

duas vezes continuamente diferenciável em (𝜃𝑇 , 𝜔𝑇 )𝑇 , uma forma de investigar a influência

de variáveis em Ω é a partir da equação

𝐿𝐷(𝜔) = 2(𝑙(𝜃) − 𝑙(𝜃𝜔)), (1.3)

denominada o afastamento da verossimilhança (“likelihood displacement"), que contém

todas as informações sobre a influência do esquema de perturbação.
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A ideia é estudar o comportamento da função 𝐿𝐷(𝜔) numa vizinhança de 𝜔* = 𝜔0,

cuja superfície considerada é

𝛼(𝜔) =
⎡⎣ 𝜔

𝐿𝐷(𝜔)

⎤⎦ , (1.4)

denominada gráfico de influência.

OBS.: medidas globais de influência, que caracterizam um gráfico de influência sobre todo

o espaço Ω, são mais difíceis de serem construídas na prática em comparação a medidas

locais, que caracterizam o comportamento em uma vizinhança de um 𝜔 selecionado, por

exemplo 𝜔*.

Uma vez que o estudo de influência local busca descrever como a superfície 𝛼(𝜔)
se afasta do plano tangente em 𝜔0, estuda-se a curvatura de curvas na superfície que

passam por um 𝛼(𝜔). A interseção da superfície com os planos contendo o vetor ortogonal

ao plano tangente em 𝜔0 resulta em seções normais, cujas curvas são curvaturas utilizadas

para caracterizar o comportamento de um gráfico de influência em torno de 𝜔0, como na

figura a seguir

Figura 1 – Curvaturas normais na superfície 𝛼(𝜔) (VERBEKE; MOLENBERGHS, 2000)

Para construir uma seção normal, seleciona-se uma direção 𝑑 em Ω, passando por

𝜔0, cuja direção pode ser representada por (𝜔0 + 𝑎𝑑). Cada direção 𝑑 gera uma seção

normal 𝛼{𝜔(𝛼)}, caracterizando a curvatura normal 𝐶𝑑 em 𝑎 = 0, que é dada por

𝐶𝑑 = 2 | 𝑑𝑇 𝐹𝑑 |, (1.5)
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na qual ‖ 𝑑 ‖= 1, 𝐹 = 𝐽𝑇 𝐿̈𝐽 , 𝐽 = −(𝐿̈)−1Λ, com −𝐿̈ a informação observada para o

modelo postulado (𝜔 = 𝜔0) e Λ a matriz de perturbação, dada por

Λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕2𝑙(𝜃𝑖 | 𝜔)
𝜕𝜃1𝜕𝜔𝑇

𝜕2𝑙(𝜃𝑖 | 𝜔)
𝜕𝜃2𝜕𝜔𝑇

...

𝜕2𝑙(𝜃𝑖 | 𝜔)
𝜕𝜃𝑛𝜕𝜔𝑇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (1.6)

Dessa forma, 𝐹 = Λ(𝐿̈)−1Λ e, portanto, 𝐶𝑑 = 2 | 𝑑𝑇 Λ𝑇 (𝐿̈)−1Λ𝑑 |.

A curvatura normal na direção 𝑑, 𝐶𝑑, aplicada em 𝑎 = 0, é interpretada como a

região de melhor ajuste de 𝜔0. Quanto maior o valor de 𝐶𝑑, maior é a sensibilidade a

pequenas perturbações introduzidas na direção 𝑑.

Cook (1986) sugere que o autovetor 𝑑𝑚𝑎𝑥, que corresponde à maior curvatura de

𝐶𝑚𝑎𝑥, contém a informação de diagnóstico mais importante. Indica como o modelo pos-

tulado deve ser perturbado a fim de obter a maior mudança local no deslocamento da

verossimilhança.

Esta metodologia também é aplicável para um subconjunto do vetor de parâmetros,

𝜃 = (𝜃𝑇
1 , 𝜃𝑇

2 )𝑇 . Admitindo-se que o interesse está em estudar a influência de 𝜃1, então

𝛼𝑠(𝜔) =
⎡⎣ 𝜔

𝐿𝐷𝑠(𝜔)

⎤⎦ . (1.7)

A função de afastamento da verossimilhança é dada por

𝐿𝐷𝑠(𝜔) = 2[𝐿(𝜃) − 𝐿(𝜃1𝜔, 𝑔(𝜃1𝜔))] (1.8)

sendo 𝑔(𝜃1) a função que maximiza 𝐿(𝜃1, 𝜃2) para cada 𝜃1 fixado. Cook (1986) mostrou

que

𝐶𝑑(𝜃1) = 2 | 𝑑𝑇 Λ𝑇 (𝐿̈−1 − 𝐵22)Λ𝑑 | (1.9)

na qual

𝐵22 =
⎛⎝ 0 0

0 𝐿−1
22

⎞⎠
e

𝐿̈ =
⎛⎝ 𝐿11 𝐿12

𝐿21 𝐿22

⎞⎠
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é a matriz de informação de Fisher particionada de acordo com a partição de 𝜃.

Outra opção de análise de diagnóstico, segundo Lesaffre e Verbeke (1998), é re-

ferente à direção da i-ésima observação, dada pelo vetor 𝑑𝑖 = (0, · · · , 1, · · · , 0), útil para

construir o gráfico local de 𝐶𝑖 versus a i-ésima observação. Neste caso, a curvatura normal

(influência local total) para a 𝑖-ésima observação é dada por

𝐶𝑖 = 2 | Λ𝑇
𝑖 (𝐿̈)−1Λ𝑖 | (1.10)

onde Λ𝑖 representa a i-ésima coluna da matriz Λ, matriz de perturbação.

1.2.2.1 Esquemas de Perturbação

Abaixo, apresentam-se os esquemas de perturbação propostos por Cook (1986).

∙ Ponderação de Casos:

Seja 𝜔 o vetor de perturbação e 𝐿(𝜃) a função de verossimilhança do modelo postu-

lado, então a função de verossimilhança do modelo perturbado é dada por

𝐿(𝜃 | 𝜔) =
𝑛∑︁

𝑖=1
𝜔𝑖𝐿𝑖(𝜃), 0 ≤ 𝑤𝑖 ≤ 1. (1.11)

∙ Perturbação na Variável Resposta:

Seja 𝜔 o vetor de perturbação, 𝑦 a variável resposta e 𝑠𝑦 o desvio-padrão com res-

peito a 𝑦, a variável resposta perturbada é escrita como

𝑦𝑖𝜔 = 𝑦𝑖 + 𝑠𝑦𝑖
𝜔𝑖, 𝑤𝑖 ∈ R. (1.12)

∙ Perturbação na Variável Explicativa:

Seja 𝜔 o vetor de perturbação, 𝑥 a variável explicativa e 𝑠𝑥 o desvio-padrão com

respeito a 𝑥, a variável explicativa perturbada é escrita como

𝑥𝑖𝜔 = 𝑥𝑖 + 𝑠𝑥𝑖
𝜔𝑖, 𝑤𝑖 ∈ R. (1.13)

∙ Perturbação na Matriz de variância-covariância:

Seja 𝜔 o vetor de perturbação e Σ a matriz de variância-covariância, então escreve-

se a matriz de variância-covariância perturbada da seguinte forma

Σ𝑖𝜔 = 𝜔−1Σ𝑖, 𝜔𝑖 ∈ R−. (1.14)
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1.2.2.2 Análise Gráfica

Uma vez realizado o ajuste do modelo do conjunto de dados, bem como o estudo

de influência local, de acordo com Cook (1986), o procedimento consiste em identificar

candidatos a pontos influentes graficamente, fazendo o gráfico dos índices 𝑑𝑚𝑎𝑥 versus

as observações. Caso exista um componente deste vetor que mais se destaca, este é

considerado uma observação ou ponto influente. Lembrando que o vetor 𝑑𝑚𝑎𝑥 representa

a direção referente à maior curvatura, 𝐶𝑚𝑎𝑥, de 𝐿𝐷(𝜔).

Em caso de haver um possível candidato a ponto influente, realiza-se uma análise

da influência individual da 𝑗-ésima observação de um conjunto de dados, a partir do gráfico

𝐿𝐷(𝜔(𝛼)) versus 𝛼, com 𝜔(𝛼) = 𝜔0 + 𝛼𝑑𝑗 . Neste caso, considera-se o vetor 𝑑𝑗 , cujas

entradas são todas iguais a zero, com exceção da posição 𝑗, que é a observação de

interesse e que recebe valor igual a −1. Como a função 𝐿𝐷(𝜔), denominada “afastamento

da verossimilhança", tem um mínimo local em 𝛼 = 0, varia-se o eixo de 𝛼 num intervalo em

torno de zero, por exemplo, de −1 a 1. Por fim, uma vez que a 𝑗-ésima posição localiza-se

abaixo da distância máxima, 𝑑𝑚𝑎𝑥, a observação passa a ser considerada um ponto de não

influência.

As Figuras 2 e 3 (RUSSO, 2010) exemplificam o processo de identificação de pon-

tos influentes na ponderação de casos.

Figura 2 – Gráfico de 𝑑𝑚𝑎𝑥 para o esquema de perturbação nas variáveis.
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Figura 3 – Gráfico de 𝐿𝐷(𝜔) para o esquema de perturbação nas variáveis.

A Figura 2 identifica a observação de número 42 como possível ponto influente e

a Figura 3, a fim de conferir, mostra que a observação não exerce muita influência nas

variações ocorridas na verossimilhança.

1.2.3 Avaliação do Esquema de Perturbação

Além da importância de perturbar o modelo ou os dados, a fim de verificar pontos

influêntes numa modelagem estatística, é necessário também verificar se esta perturbação

é feita de forma adequada. Zhu et al. (2007) propuseram uma metodologia com o intuito de

avaliar se a perturbação indicada é correta ou não. De acordo com os autores, para verificar

se a perturbação é adequada, deve-se calcular a esperança da matriz de informação de

Fisher, com respeito ao vetor de perturbação 𝜔, dada pela equação

𝐺(𝜔) = 𝐸𝜔{𝑈(𝜔)𝑈𝑇 (𝜔)}, (1.15)

na qual 𝑈(𝜔) = 𝛿𝐿(𝜃|𝜔)
𝛿𝜔

é a função escore de 𝜔 no modelo perturbado e 𝐸𝜔 é a esperança

com respeito a 𝐿(𝜃 | 𝜔).

Assim, uma perturbação é apropriada se a matriz 𝐺(𝜔) satisfaz as seguintes con-

dições:

1) 𝐺(𝜔) é de posto completo numa vizinhança de 𝜔0 com propósito de evitar qualquer

componente redundante de 𝜔;
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2) Os componentes fora da diagonal devem ser tão pequenos quanto possível com pro-

pósito de evitar uma forte associação entre eles e, em consequência, perturbações

com efeito ambíguos;

3) As diferenças entre os componentes da diagonal devem ser tão pequenas quanto

possível tal que as quantidades introduzidas pelos elementos de 𝜔 sejam semelhan-

tes.

Uma vez que as condições anteriores não forem satisfeitas, deve-se assumir um

novo vetor de perturbações, que é definido abaixo

𝜔* = 𝜔0 + 𝑐− 1
2 𝐺(𝜔0)

1
2 (𝜔 − 𝜔0)

Este novo vetor de perturbação é uma transformação do sistema de coordenadas

de modo que os elementos são ortogonais (independentes), ou seja, os elementos não

são associados, ao menos localmente, e introduzem iguais quantidades de perturbação.
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Capítulo 2

Modelo Poisson-Exponencial, um caso

particular do modelo Poisson-Weibull

Resumo

Existem muitas maneiras de se introduzir um modelo bivariado, entre as quais destacamos os mo-

delos em que uma variável resposta é discreta e a outra contínua. Utilizando o critério da fatoração,

segue uma proposta de modelo bivariado com resposta mista cujas variáveis respostas são depen-

dentes, na qual a variável resposta discreta segue uma distribuição Poisson e a variável contínua,

condicionada à variável resposta discreta, segue uma distribuição Weibull com parâmetro de forma

fixado em 1. Apresenta-se também um estudo de simulação, a fim de verificar a qualidade do mo-

delo, isto é, se as propriedades dos estimadores de máxima verossimilhança são verificadas.

Palavras-chave: Modelos bivariados, respostas discretas e contínuas, dependência entre as res-

postas, estudo de simulação.

Abstract

There are many ways to introduce a bivariate model, among which we highlight the models in which

one response variable is discrete and the other continuous. Using the criterion of factorization, a

bivariate model with a mixed response whose dependent variables are dependent, in which the

variable discrete response follows a Poisson distribution and the continuous variable, conditioned

to the variable discrete response, follows a Weibull distribution with shape parameter set to 1. We

present a simulation study in order to verify the quality of the model, that is, if the properties of the

maximum likelihood estimators are verified.

Keywords: Bivariate models, discrete and continuous responses, dependence between responses,

simulation study.
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2.1 Introdução

Seja 𝑌𝑖 uma variável resposta discreta que segue uma distribuição Poisson, com

E(𝑌𝑖) = Var(𝑌𝑖) = 𝜇𝑖𝑦, então a função de probabilidade é dada por

P(𝑌𝑖) =
𝑒−𝜇𝑖𝑦𝜇𝑦

𝑖𝑦

𝑦! , (2.1)

De acordo com Fitzmaurice e Laird (1995), assumindo-se um conjunto de 𝑝 covariáveis

𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2, · · · , 𝑧𝑖𝑝, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛, que se relaciona com a média marginal de 𝑌 através de

𝑔1(𝜇𝑖𝑦) = 𝜂𝑖𝑦, uma função de ligação monótona e diferenciável e 𝜂𝑖𝑦 escrita como a soma

de termos lineares, então

𝜂𝑖𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑧𝑖1 + · · · + 𝛽𝑝𝑧𝑖𝑝 = 𝑍𝑖𝑝𝛽𝑝,

na qual 𝛽1 = (𝛽0, · · · , 𝛽𝑝)𝑇 é um vetor desconhecido de coeficientes de regressão linear.

Uma vez que 𝑔1(·) é função de ligação para o modelo Poisson e é dada por 𝑔1(𝜇𝑖𝑦) = 𝜂𝑖𝑦,

então 𝜇𝑖𝑦 = 𝑔−1
1 (𝜂𝑖𝑦). Logo,

𝜇𝑖𝑌 = 𝑔−1
1 (𝜂𝑖𝑌 ) = 𝑒𝑥𝑝(𝜂𝑖𝑦).

Seja também 𝑋𝑖 uma variável resposta contínua, condicionada à variável resposta

discreta 𝑌𝑖, que segue uma distribuição Weibull, com parâmetro de forma e de escala 𝑎 e

𝑏, respectivamente, cuja função densidade de probabilidade é dada por

𝑓(𝑥 | 𝑦) = 𝑎

𝑏

(︂
𝑥

𝑏

)︂𝑎−1
𝑒𝑥𝑝

(︂
−
(︂

𝑥

𝑏

)︂𝑎)︂
, 𝑥 > 0.

Tomando-se 𝑎 = 1, tem-se a função densidade da distribuição Exponencial, um caso

particular da distribuição Weibull, dada por

𝑓(𝑥 | 𝑦) = 1
𝑏

𝑒𝑥𝑝
(︂

−𝑥

𝑏

)︂
, 𝑥 > 0 (2.2)

e, sabendo-se que E(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖) = 𝑏 Γ(1 + 1/𝑎) e Var(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖) = 𝑏2 (Γ(1 + 2/𝑎) −
(Γ(1 + 1/𝑎))2), então com 𝑎 = 1, E(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖) = 𝑏 e Var(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖) = 𝑏2.

De forma análoga, assume-se um conjunto de 𝑞 covariáveis 𝑡𝑖1, 𝑡𝑖2, · · · , 𝑡𝑖𝑞, 𝑖 =
1, · · · , 𝑛 que se relaciona com a média marginal de 𝑋 através de 𝑔2(𝜇𝑖𝑥) = 𝜂𝑖𝑥, na qual

𝑔2(·) é uma função de ligação monótona e diferenciável e 𝜂𝑖𝑥 é escrita como a soma de

termos lineares, dada por

𝜂𝑖𝑥 = 𝛿0 + 𝛿1𝑥𝑖1 + · · · + 𝛿𝑞𝑥𝑖𝑞 = 𝑇𝑖𝑞Δ𝑞,

onde Δ1 = (𝛿0, · · · , 𝛿𝑞)𝑇 é um vetor desconhecido de coeficientes de regressão linear.

Além disso, como 𝑔2(𝜇𝑖𝑥) = 𝜂𝑖𝑥, então 𝜇𝑖𝑥 = 𝑔−1
2 (𝜂𝑖𝑥). Logo,

𝜇𝑖𝑋 = 𝑔−1
2 (𝜂𝑖𝑋) = 𝑒𝑥𝑝(𝜂𝑖𝑥).
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Como visto anteriormente, a dependência entre as duas variáveis respostas é mo-

delada pela inserção de uma estrutura de dependência geral no modelo através da média

condicional da variável 𝑋𝑖 dada a variável 𝑌𝑖,

𝑏 = E(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖) = ℎ(𝑦𝑖, 𝜇𝑖𝑦, 𝜇𝑖𝑥, 𝛾),

onde ℎ(·) é uma função conhecida, duas vezes continuamente diferenciável em relação

ao vetor de observações 𝑦𝑖, às médias marginais 𝜇𝑖𝑦 e 𝜇𝑖𝑥 e ao parâmetro 𝛾 incluído no

modelo. A função ℎ(·) determina o tipo de dependência que existe entre as respostas.

A escolha dessa função é determinada pela imposição de algumas condições em ℎ(·)
com base em conhecimento prévio, e deve ser tal que ℎ(·) deve tomar valores no espaço

paramétrico do parâmetro, e ainda

E(E(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖)) = E(𝑋𝑖) = 𝜇𝑖𝑥. (2.3)

A escolha de ℎ(·) não é trivial. Uma proposta de função para estabelecer uma

estrutura de dependência entre as variáveis repostas é dada, por construção (OLIVEIRA;

DINIZ; DURBÁN, 2018), pela seguinte equação

ℎ(𝑦𝑖, 𝜇𝑖𝑦, 𝜇𝑖𝑥, 𝛾) = 𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) , (2.4)

na qual 𝛾 é um parâmetro de associação entre a variável resposta discreta e a variável

resposta contínua. Como em Oliveira, Diniz e Durbán (2018), uma vez que o espaço para-

métrico do modelo Exponencial é o mesmo do parâmetro de forma da distribuição Weibull,

adotou-se a mesma estrutura utilizada. Repare que ℎ(·) pertence ao espaço paramétrico e

satisfaz (2.3).

Através dessa estrutura, também pode-se verificar a independência entre 𝑌𝑖 e 𝑋𝑖.

Para isto, basta testar se o parâmetro 𝛾 de ℎ(·) é igual a 1. Assim, um possível teste de

independência entre as respostas seria H0 : 𝛾 = 1 versus H1 : 𝛾 ̸= 1. A rejeição de H0

indica que as variáveis respostas são dependentes.

Apropriando-se do método da fatoração para a construção da distribuição conjunta,

e utilizando-se as funções de ligação a fim de relacionar as médias marginais às covariá-

veis, tem-se

𝑓(𝑥 | 𝑦) = P(𝑌 ) * 𝑓(𝑥)

=
(︃

𝑒−𝜇𝑖𝑦𝜇𝑦
𝑖𝑦

𝑦!

)︃
*
(︂1

𝑏
𝑒𝑥𝑝

(︂
−𝑥

𝑏

)︂)︂
(2.5)

a função conjunta do modelo bivariado Poisson-Exponencial, já que o parâmetros de forma

da distribuição Weibull foi fixando em 1, com 𝑏 = 𝛾𝑦𝑖 𝜇𝑖𝑥

1+𝜇𝑖𝑦(𝛾−1) .
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2.1.1 Estimação de Máxima Verossimilhança

Sejam (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), · · · , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) um conjunto de valores observados de (𝑋1, 𝑌1),
(𝑋2, 𝑌2), · · · , (𝑋𝑛, 𝑌𝑛), com (𝑋𝑖, 𝑌𝑖) e (𝑋𝑗, 𝑌𝑗) independentes, para 𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗,

e a função conjunta dada por (2.5). Dada uma amostra de tamanho 𝑛, a função de máxima

verossimilhança de 𝛽 = (𝛽0, 𝛽1, · · · , 𝛽𝑝)𝑇 , Δ = (𝛿0, 𝛿1, · · · , 𝛿𝑞)𝑇 e 𝛾 é escrita como

𝐿(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝑥, 𝑦, 𝑍, 𝑇 ) =
𝑛∏︁

𝑖=1
P(𝑌 ) * 𝑓(𝑥)

=
𝑛∏︁

𝑖=1

(︃
𝑒−𝜇𝑖𝑦𝜇𝑦

𝑖𝑦

𝑦!

)︃
*
(︂1

𝑏
𝑒𝑥𝑝

(︂
−𝑥

𝑏

)︂)︂
(2.6)

Aplicando-se o logarítmo neperiano em (2.6), tem-se a função de log-verossimilhança

de 𝛽 = (𝛽0, 𝛽1, · · · , 𝛽𝑝)𝑇 , Δ = (𝛿0, 𝛿1, · · · , 𝛿𝑞)𝑇 e 𝛾, que é escrita como

𝑙(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝑥, 𝑦, 𝑍, 𝑇 ) = 𝑙𝑜𝑔 (𝐿𝑖(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑍𝑖𝑝, 𝑇𝑖𝑞))

=
𝑛∑︁

𝑖=1
𝑙𝑜𝑔

(︃(︃
𝑒−𝜇𝑖𝑦𝜇𝑦𝑖

𝑖𝑦

𝑦𝑖!

)︃
*
(︂1

𝑏
𝑒𝑥𝑝

(︂
−𝑥𝑖

𝑏

)︂)︂)︃

=
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
−𝜇𝑖𝑦 + 𝑦𝑖 𝑙𝑜𝑔(𝜇𝑖𝑦) − 𝑙𝑜𝑔(𝑦𝑖!) − 𝑙𝑜𝑔(𝑏) − 𝑥𝑖

𝑏

)︂
(2.7)

As equações de máxima verossimilhança formam um conjunto de 𝑝+𝑞+3 equações

correspondentes aos parâmetros 𝛽0, · · · , 𝛽𝑝, 𝛿0, · · · , 𝛿𝑞 e 𝛾. Por definição, as estimativas de

máxima verossimilhança são valores dos parâmetros que maximizam a função de verossi-

milhança ou a função de log-verossimilhança, representados por 𝛽0, · · · , 𝛽𝑝, 𝛿0, · · · , 𝛿𝑞 e 𝛾.

Disso, tem-se que os valores de 𝛽0, · · · , 𝛽𝑝, 𝛿0, · · · , 𝛿𝑞 e 𝛾 são as raízes do vetor gradiente,

o vetor das primeiras derivadas da função de log-verossimilhança, que é dado por

𝑈(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝑥, 𝑦, 𝑍, 𝑇 ) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕𝑙(·)
𝜕𝛽0

...

𝜕𝑙(·)
𝜕𝛽𝑝

𝜕𝑙(·)
𝜕𝛿0

...

𝜕𝑙(·)
𝜕𝛿𝑞

𝜕𝑙(·)
𝜕𝛾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

denominado vetor escore, também escrito mais facilmente na forma 𝑈 = (𝑈(𝛽)𝑇 , 𝑈(Δ)𝑇

𝑈(𝛾))𝑇 . Os cálculos dos elementos do vetor são apresentados no Apêndice A, em (A.1),

(A.2) e (A.3), respectivamente.
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Igualando-se 𝑈 ao vetor nulo, e resolvendo-se o sistema para 𝛽, Δ e 𝛾, obtém-se

os estimadores de máxima verossimilhança. Muitas vezes esse sistema não é linear e as

soluções devem ser obtidas numericamente, apropriando-se de algum método interativo,

tal como o processo iterativo de Newton-Raphson ou escore de Fisher, sendo necessá-

rio, em ambos os casos, que as matrizes de informação esperada e/ou observada sejam

definidas positivas.

Já a matriz de covariâncias assintótica do estimador de máxima verossimilhança

para os parâmetros 𝛽, Δ, e 𝛾 é obtida calculando-se a inversa da matriz de informação

esperada. Segundo Oliveira, Diniz e Durbán (2018), nos casos em que a obtenção se

torna complexa, seja pela escolha da distribuição ou das funções de ligação, a matriz de

covariâncias assintótica pode ser obtida invertendo-se a matriz de informação observada,

desde que esta matriz seja positiva.

Considerando-se a matriz de informação observada, denotada por 𝑀 , tem-se que

a matriz de covariâncias assintótica de 𝛽, Δ̂ e 𝛾 é dada por

𝑐𝑜𝑣(𝛽, Δ̂, 𝛾) = 𝑀−1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑀𝛽 𝑀𝛽Δ 𝑀𝛽𝛾

𝑀𝛽Δ
𝑇 𝑀Δ 𝑀Δ𝛾

𝑀𝛽𝛾
𝑇 𝑀Δ𝛾

𝑇 𝑀𝛾

⎤⎥⎥⎥⎦
−1

(2.8)

na qual as submatrizes 𝑀𝛽, 𝑀Δ, 𝑀𝛾 , 𝑀𝛽Δ, 𝑀𝛽𝛾 e 𝑀Δ𝛾 são dadas no Apêndice A, em

(A.4), (A.5), (A.6), (A.7), (A.9) e (A.11), respectivamente.

Substituindo-se os elementos da matriz 𝑀 por seus respectivos valores esperados

com respeito às distribuições das variáveis respostas 𝑋𝑖 e 𝑌𝑖, obtém-se a matriz de infor-

mação esperada 𝑀𝐸. Dessa forma, a matriz da equação (2.8) é obtida substituindo-se a

matriz 𝑀 pela matriz 𝑀𝐸. A matriz de covariâncias assintótica é estimada substituindo os

parâmetros por suas respectivas estimativas de máxima verossimilhança.

2.2 Estudo de Simulação

Um estudo de simulação foi realizado considerando-se o modelo apresentado na

seção anterior. São adotados dois cenários, no qual em cada um são geradas 1000 amos-

tras de tamanhos 50, 100, 200, 500 e 1000. Além disso, são consideradas três covariáveis

para predizer as respostas 𝑌𝑖 e três covariáveis também para predizer 𝑋𝑖, denotadas por

𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑡1, 𝑡2 e 𝑡3, respectivamente. Os valores adotador para os coeficientes de regres-

são são os mesmos para os dois cenários, 𝛽0 = 0, 09, 𝛽1 = 0, 05, 𝛽2 = 0, 01, 𝛽3 = −0, 002,

𝛿0 = 0, 01, 𝛿1 = 0, 025, 𝛿2 = 0, 0005 e 𝛿3 = 0, 0036, assim como também para o parâmetro

𝛾, que representa uma medida de associação entre as variáveis respostas, o valor adotado

nos dois cenários é de 1, 6.
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No primeiro cenário, são geradas covariáveis contínuas de uma distribuição Normal

Multivariada com vetor de médias iguais a 4, variâncias iguais a 5 e covariâncias iguais

a 2, 5, resultando em uma correlação entre os valores gerados próxima de 0, 5. Já no

cenário 2 são geradas covariáveis de uma distribuição Uniforme Discreta com parâmetro

10, considerando uma correlação próxima de 0, 5 entre os valores gerados. Para a geração

das covariáveis discretas, utilizou-se a função ordsample do pacote GenOrd no software

R.

A fim de verificar se as propriedades dos estimadores de máxima verossimilhança

são verificadas, tanto para o cenário 1 quanto para o cenário 2, buscou-se verificar os

resultados quanto ao viés, à raiz quadrada do erro quadrático médio (
√

EQM), quanto ao

desvio padrão dos estimadores (DP), à média dos erros padrão assintóticos (EPa) e quanto

à probabilidade de cobertura dos intervalos assintóticos (PCa). O viés simulado é calculado

fazendo-se a diferença entre a média das estimativas e o verdadeiro valor do parâmetro,

ou seja, é definido por 𝑏(𝜃) = E(𝜃) − 𝜃, com 𝜃 sendo o vetor de parâmetros. A
√

EQM é

dada pela expressão
√

EQM =

⎯⎸⎸⎷ 𝑁∑︁
𝑖=1

(𝜃𝑖 − 𝜃)2

𝑁
,

no qual 𝑁 é o número de amostras simuladas, 𝜃 é o valor verdadeiro do parâmetro e 𝜃𝑖

é a estimativa de máxima verossimilhança de 𝜃, na 𝑖-ésima amostra simulada. O desvio

padrão das estimativas dos parâmetros do modelo é calculado pela expressão

DP =

⎯⎸⎸⎷ 𝑁∑︁
𝑖=1

(𝜃𝑖 − E(𝜃))2

𝑁 − 1 ,

em que E(𝜃) é a média da amostra 𝜃1, · · · , 𝜃𝑁 . Quanto aos erros padrão assintóticos das

estimativas dos parâmetros, em cada amostra simulada, são obtidos utilizando a estima-

tiva da matriz de covariâncias assintótica, dada pela equação (2.8). Por fim, a estimativa

da probabilidade de cobertura dos intervalos de confiança assintóticos de um parâme-

tro é dada calculando-se os intervalos de confiança assintóticos das estimativas em cada

amostra gerada e verificando-se a proporção de intervalos que contém o verdadeiro valor

do parâmetro. É considerada uma probabilidade de cobertura de 95%.

A estimação dos parâmetros foi feita através do método iterativo de Newton-Raphson

e da função optim do software R, apresentando resultados similares em ambos os casos.

O desenvolvimento do processo de simulação foi realizado no software R, versão 3.5.0 (R

Core Team, 2018).

2.3 Resultados

A Tabela 1 é referente aos resultados de viés, raiz quadrada do erro quadrático mé-

dio, desvio padrão, erro padrão e de probabilidade de cobertura do processo de simulação
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do cenário 1, para 𝛽 = (0,09, 0,05, 0,01, - 0,002), Δ = (0,01, 0,025, 0,0005, 0,0036) e 𝛾 =

1,6.

Tabela 1 – Resultados de Viés,
√

EQM, DP, EPa e PCa para 𝛽 = (0,09, 0,05, 0,01, - 0,002),
Δ = (0,01, 0,025, 0,0005, 0,0036) e 𝛾 = 1,6 - Cenário 1

Viés
𝑛 𝛽0 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛿0 𝛿1 𝛿2 𝛿3 𝛾

50 -0.0281 0.0000 0.0005 0.0001 -0.0370 -0.0064 -0.0014 0.0015 0.0436
100 -0.0124 -0.0006 -0.0004 0.0015 -0.0397 -0.0021 0.0037 0.0005 0.0118
200 -0.0108 0.0008 0.0001 0.0000 -0.0059 -0.0015 -0.0007 -0.0009 0.0063
500 -0.0017 -0.0001 -0.0002 0.0002 -0.0055 -0.0022 0.0005 0.0013 0.0058
1000 0.0015 -0.0006 0.0001 -0.0003 -0.0003 0.0007 0.0000 -0.0014 0.0025

Raiz Erro Quadrático Médio
𝑛 𝛽0 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛿0 𝛿1 𝛿2 𝛿3 𝛾

50 0.3384 0.0594 0.0698 0.0740 0.3665 0.0783 0.0751 0.0681 0.2331
100 0.2053 0.0395 0.0462 0.0530 0.2792 0.0569 0.0568 0.0564 0.1513
200 0.1527 0.0299 0.0324 0.0319 0.1957 0.0396 0.0436 0.0403 0.0994
500 0.0950 0.0198 0.0201 0.0210 0.1170 0.0252 0.0268 0.0260 0.0601
1000 0.0671 0.0139 0.0143 0.0143 0.0836 0.0173 0.0179 0.0191 0.0426

Desvio Padrão
𝑛 𝛽0 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛿0 𝛿1 𝛿2 𝛿3 𝛾

50 0.3374 0.0595 0.0698 0.0741 0.3648 0.0781 0.0751 0.0681 0.2290
100 0.2051 0.0395 0.0462 0.0530 0.2765 0.0569 0.0567 0.0564 0.1509
200 0.1524 0.0299 0.0324 0.0319 0.1957 0.0396 0.0436 0.0404 0.0992
500 0.0950 0.0198 0.0201 0.0210 0.1170 0.0251 0.0268 0.0260 0.0598
1000 0.0671 0.0139 0.0143 0.0143 0.0836 0.0173 0.0179 0.0190 0.0425

Medidas dos Erros Padrão Assintótico
𝑛 𝛽0 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛿0 𝛿1 𝛿2 𝛿3 𝛾

50 0.3327 0.0607 0.0724 0.0728 0.3651 0.0756 0.0751 0.0693 0.2269
100 0.2067 0.0409 0.0471 0.0530 0.2690 0.0558 0.0588 0.0533 0.1465
200 0.1531 0.0302 0.0325 0.0327 0.1885 0.0398 0.0432 0.0393 0.0997
500 0.0951 0.0196 0.0200 0.0208 0.1173 0.0250 0.0271 0.0255 0.0614
1000 0.0672 0.0139 0.0145 0.0144 0.0827 0.0180 0.0185 0.0187 0.0433

Probabilidade de Cobertura
𝑛 𝛽0 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛿0 𝛿1 𝛿2 𝛿3 𝛾

50 95.1 95.4 96.2 95.7 94.6 94.8 95.2 95.7 94.8
100 95.0 96.1 95.9 95.0 94.5 93.7 95.5 92.5 93.7
200 95.3 95.4 95.3 94.5 94.4 95.9 94.5 94.5 94.5
500 95.0 94.3 96.0 95.4 95.5 94.8 95.7 94.5 96.2
1000 95.3 95.1 95.2 95.7 94.4 95.1 95.5 94.6 95.5

A partir da Tabela 1 é possível notar que quanto maior o tamanho da amostra,

mais próximo de zero é o viés, indicando que a média das estimativas dos parâmetros se

aproxima do valor real do parâmetro conforme aumenta-se o tamanho da amostra. Além

disso, os valores de
√

EQM se aproximam de zero como também os valores de DP e de

EPa são mais próximos de zero. Comparando-se estes três ultimos percebe-se que os três

são muito próximos, para 𝑛 suficientemente grande.

Quanto aos resultados de PCa, percebe-se que a probabilidade do intervalo de
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confiança conter o verdadeiro valor do parâmetro, para todos os tamanhos de amostra,

fica em torno de 95%, que é o valor da cobertura considerado. Esse resultado indica um

bom comportamento dos estimadores de máxima verossimilhança.

A Tabela 2 é referente aos resultados de viés, raiz quadrada do erro quadrático mé-

dio, desvio padrão, erro padrão e de probabilidade de cobertura do processo de simulação

do cenário 1, para 𝛽 = (0,09, 0,05, 0,01, - 0,002), Δ = (0,01, 0,025, 0,0005, 0,0036) e 𝛾 =

1,6.

Tabela 2 – Resultados de Viés,
√

EQM e DP para 𝛽 = (0.09, 0.05, 0.01, - 0.002), Δ = (0.01,
0.025, 0.0005, 0.0036) e 𝛾 = 1.6 - Cenário 2

Viés
𝑛 𝛽0 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛿0 𝛿1 𝛿2 𝛿3 𝛾

50 -0.0328 0.0000 0.0014 0.0001 -0.0364 -0.0040 0.0033 -0.0045 0.0444
100 -0.0141 0.0002 0.0002 0.0005 -0.0494 -0.0008 0.0016 0.0024 0.0104
200 -0.0083 -0.0002 0.0007 0.0000 -0.0143 0.0006 0.0004 -0.0014 0.0034
500 -0.0050 0.0003 0.0002 -0.0001 -0.0072 -0.0002 0.0004 -0.0003 0.0052
1000 -0.0050 0.0005 0.0000 0.0000 -0.0055 -0.0001 0.0001 0.0003 0.0025

Raiz Erro Quadrático Médio
𝑛 𝛽0 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛿0 𝛿1 𝛿2 𝛿3 𝛾

50 0.3589 0.0430 0.0438 0.0480 0.3976 0.0600 0.0621 0.0630 0.2211
100 0.2455 0.0289 0.0310 0.0326 0.2763 0.0419 0.0383 0.0417 0.1455
200 0.1577 0.0207 0.0208 0.0220 0.1879 0.0278 0.0269 0.0257 0.0955
500 0.1002 0.0140 0.0141 0.0137 0.1163 0.0187 0.0181 0.0189 0.0571
1000 0.0708 0.0095 0.0094 0.0096 0.0832 0.0128 0.0121 0.0127 0.0400

Desvio Padrão
𝑛 𝛽0 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛿0 𝛿1 𝛿2 𝛿3 𝛾

50 0.3576 0.0431 0.0438 0.0480 0.3961 0.0599 0.0621 0.0629 0.2167
100 0.2452 0.0289 0.0310 0.0326 0.2720 0.0419 0.0382 0.0417 0.1452
200 0.1576 0.0207 0.0208 0.0220 0.1874 0.0278 0.0269 0.0257 0.0955
500 0.1001 0.0140 0.0141 0.0137 0.1161 0.0187 0.0181 0.0189 0.0569
1000 0.0706 0.0095 0.0095 0.0096 0.0831 0.0128 0.0121 0.0127 0.0399

Medidas dos Erros Padrão Assintótico
𝑛 𝛽0 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛿0 𝛿1 𝛿2 𝛿3 𝛾

50 0.3474 0.0421 0.0432 0.0468 0.3881 0.0593 0.0613 0.0617 0.2138
100 0.2359 0.0294 0.0307 0.0323 0.2740 0.0408 0.0383 0.0420 0.1376
200 0.1533 0.0210 0.0214 0.0224 0.1902 0.0287 0.0268 0.0276 0.0939
500 0.0961 0.0139 0.0134 0.0139 0.1171 0.0186 0.0174 0.0181 0.0583
1000 0.0680 0.0096 0.0093 0.0096 0.0847 0.0128 0.0124 0.0128 0.0412

Probabilidade de Cobertura
𝑛 𝛽0 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛿0 𝛿1 𝛿2 𝛿3 𝛾

50 94.4 95.2 94.8 94.0 95.1 94.8 95.6 94.2 95.5
100 94.7 95.3 94.9 95.0 95.2 94.5 95.0 96.3 93.2
200 94.4 95.2 95.4 95.6 95.4 95.7 95.1 96.5 95.4
500 93.9 95.5 93.5 95.3 94.7 94.8 93.7 93.6 95.9
1000 94.2 95.0 95.6 95.9 96.0 95.1 95.1 94.8 95.9

A partir da Tabela 2 é possível perceber que quanto maior o tamanho da amostra, o

valor do viés fica mais próximo de zero. Além disso, também é possível notar que os valores
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de
√

EQM, de DP e de EPa são mais próximos de zero conforme o tamanho da amostra

aumenta, e comparando-se estes três resultados é possível notar que os três apresentam

resultados muito próximos, para 𝑛 suficientemente grande.

Por fim, os resultados quanto à PCa das estimativas dos parâmetros indicam que

nos diferentes tamanhos de amostras a probabilidade do intervalo de confiança contém o

verdadeiro valor do parâmetro em 95% dos casos, que é o valor da cobertura considerado.

Comparando-se o cenário 1 ao cenário 2, percebe-se que há uma certa similaridade

entre os resultados obtidos, o que indica que o modelo se comporta bem, e de forma

semelhante, tanto para covariáveis contínuas quanto para covariáveis discretas.

2.4 Conclusão

Neste capítulo foi proposto um modelo cuja variável resposta discreta segue uma

distribuição Poisson e a variável resposta contínua, condicionada à variável resposta dis-

creta, segue uma distribuição Weibull, com parâmetro de forma fixado em 1 (ou seja, uma

distribuição Exponencial que é um caso particular da distribuição Weibull). Neste modelo,

adotou-se uma estrutura de dependência entre as variáveis respostas a partir da média

da distribuição condicional, e covariáveis que estavam associadas às médias marginais

através de funções de ligação.

Na sequência, foi realizado um estudo de simulação com diferentes tamanhos de

amostas, a fim de verificar o comportamento dos estimadores de máxima verossimilhança

quanto ao viés, à raiz quadrada do erro quadrático médio (
√

EQM), quanto ao desvio pa-

drão dos estimadores (DP), à média dos erros padrão assintóticos (EPa) e quanto à proba-

bilidade de cobertura dos intervalos assintóticos (PCa). Ainda, foram criados dois cenários

a fim de verificar o comportamento dos resultados do processo de simulação num conjunto

de covariáveis contínuo e num conjunto de covariáveis discreto.

Através dos resultados apresentados nas tabelas foi possível verificar que o mo-

delo apresentou comportamento satisfatório, ou seja, pode-se concluir que a estrutura de

dependência construída e as funções de ligação utilizadas para predizer as médias margi-

nais foram coerentes. Além disso, os resultados similares do estudo de simulação nos dois

cenários, indica que o modelo pode ser uma boa alternativa para um conjunto de dados

com resposta binária tanto com covariáveis discretas quanto covariáveis contínuas.
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Capítulo 3

Análise de resíduos e diagnóstico de

influência no modelo Poisson-Exponencial

Resumo

A partir do modelo bivariado Poisson-Exponencial, este estudo tem por finalidade apresentar uma

análise de diagnóstico para verificar os pressupostos do modelo, bem como verificar a metodologia

de Cook quanto às observações influentes. Foram realizadas análises de resíduos padronizados e

quantis normalizados aleatorizados, e aplicadas duas medidas de influência, global e local.

Palavras-chave: Resíduos padronizados, resíduos quantis normalizados aleatorizados, influência

global, influência local.

Abstract

From the bivariate model Poisson-Exponencial, this study aims to present a diagnostic analysis to

verify the assumptions of the model, as well as to verify Cook’s methodology for influential observa-

tions. Standardized residuals and randomized quantile residual were performed, and two measures

of global and local influence were applied.

Keywords: Standardized residual, randomized quantile residual, global influence, local influence.

3.1 Introdução

Após o ajuste de um modelo, é necessário que se verifique quanto aos pressupos-

tos desse modelo a fim de que suas suposições sejam satisfeitas, é interessante verificar

a proximidade dos valores obtidos pelo ajuste em relação aos valores observados no con-

junto de dados. Nos casos em que o ajuste não é adequado, os resultados obtidos são

equivocados. Um dos motivos para que o ajuste não seja adequado é a presença de ob-

servações discrepantes no conjunto de dados, sendo necessário utilizar ferramentas ca-

pazes de reverter esta situação. Uma etapa bastante importante na verificação do ajuste
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do modelo, bem como na verificação de possíveis pontos atípicos que influenciam no mal

ajuste é a análise de diagnóstico.

Baseada num conjunto de ferramentas, a análise de diagnóstico tem por finalidade

verificar a qualidade do ajuste de um modelo que está sendo proposto. Dentre as téc-

nicas mais utilizadas para tal análise, encontram-se a análise de resíduos e diagnóstico

de influência, esta que pode ser tanto global (COOK, 1977), baseada na exclusão de ca-

sos, quanto local, metodologia proposta por Cook (1986). Esta última é proposta a partir

de perturbações realizadas no modelo, na variável resposta, nas variáveis explicativas ou

ainda na matriz de variância e covariância, a fim de identificar observações ou conjuntos

de observações que exercem uma influência desproporcional nos resultados do modelo.

Neste sentido, este estudo tem por objetivo avaliar os pressupostos do modelo

Poisson-Exponencial, um caso particular do modelo Poisson-Weibull, apresentado no ca-

pítulo anterior. Para isto, será realizada uma análise de resíduos ordinários padronizados

e também serão analisados os resíduos quantís normalizados aleatorizados. Além disso,

objetiva-se abordar a influência global e local dentro dos esquemas de perturbação reali-

zados.

3.2 Metodologia

A partir do modelo proposto no capítulo anterior, foi realizada uma análise de di-

agnóstico a fim de verificar os pressupostos do modelo quanto à independência de cada

variável resposta entre indivíduos, quanto à distribuição das variáveis respostas, quanto às

formas dos preditores e quanto à estrutura do modelo, além de realizar pequenas pertur-

bações no modelo e na variável resposta para a verificação da metodologia de influência

global e local.

As análises foram realizadas no software R, versão 3.5.0 (R Core Team, 2018) para

𝛽 = (0.09, 0.05, 0.01, -0.002), Δ = (0.01, 0.025, 0.0005, 0.0036) e para 𝛾 = 1.6. As derivadas

foram calculadas numericamente para a utilização direta na análise de diagnóstico global

e local, através do pacote numDeriv (GILBERT; VARADHAN, 2012)

3.2.1 Resíduos

A análise foi feita de forma separada, uma para o modelo relacionado à variável

resposta discreta 𝑌𝑖 e outra para o modelo relacionado à variável resposta contínua, con-

dicionada à variável resposta discreta, 𝑋𝑖 | 𝑌𝑖, uma vez que, segundo Fitzmaurice e Laird

(1995), geralmente realiza-se uma análise de resíduos de forma individual em cada modelo

quando se trata de modelos bivariados.

Abaixo são apresentados dois tipos de resíduos, os resíduos ordinários padroni-
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zados e resíduos quantis normalizados aleatorizados, os quais foram utilizados para a

realização das análises residuais do modelo Poisson-Exponencial (um caso particular do

Poisson-Weibull).

3.2.1.1 Análise de resíduos ordinários padronizados

O resíduo ordinário padronizado para os modelos relacionados às variáveis respos-

tas é dado por

𝑟𝑝
𝑖𝑌𝑖

= 𝑦𝑖 − Ê(𝑌𝑖)
(V̂ar(𝑌𝑖))1/2

(3.1) 𝑟𝑝
𝑖𝑋𝑖|𝑌𝑖

= 𝑥𝑖 − ̂E(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖)
( ̂Var(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖))1/2

(3.2)

O modelo relacionado à variável resposta 𝑌𝑖, que segue uma distribuição Poisson,

tem Var(𝑌𝑖) = E(𝑌𝑖) = 𝜇𝑖𝑦, então (3.1) pode ser reescrita da seguinte forma

𝑟𝑝
𝑖𝑌𝑖

= 𝑦𝑖 − 𝜇̂𝑖𝑦

(𝜇̂𝑖𝑦)1/2 (3.3)

com 𝜇̂𝑖𝑦 = 𝑔−1
1 (𝜂𝑖𝑌 ).

Já o modelo relacionado à variável resposta 𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖, que segue uma distribui-

ção Weibull com parâmetro de forma fixado em 1, tem 𝜇𝑖𝑦 = 𝑏 e Var(𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖) = 𝑏2.

Dessa forma, (3.2) pode ser reescrita como

𝑟𝑝
𝑖𝑋𝑖|𝑌𝑖

= 𝑥𝑖 − 𝑏̂

𝑏̂
(3.4)

com 𝑏̂ = 𝛾𝑦𝑖 𝜇𝑖𝑥

1+𝜇𝑖𝑦(𝛾−1) e 𝜇̂𝑖𝑦 = 𝑔−1
1 (𝜂𝑖𝑌 ), assim como 𝜇̂𝑖𝑥 = 𝑔−1

2 (𝜂𝑖𝑋).

3.2.1.2 Análise de resíduos quantis normalizados aleatorizados

De acordo com Oliveira, Diniz e Durbán (2018), os resíduos normalizados alea-

torizados para os modelos relacionados às variáveis respostas 𝑌𝑖 e 𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 são dados,

respectivamente, por

𝑟𝑞
𝑖𝑌𝑖

= Φ−1(𝜄𝑖) (3.5) 𝑟𝑞
𝑖𝑋𝑖|𝑌𝑖

= Φ−1(𝐹𝑋𝑖|𝑌𝑖
(𝑥𝑖)) (3.6)

na qual Φ(·) é a função acumulada da distribuição Normal Padrão e 𝜄𝑖 é uma variável

aleatória de uma distribuição Uniforme no intervalo (𝐴𝑖, 𝐵𝑖], sendo 𝐴𝑖 = lim𝑦→𝑦𝑖
𝐹𝑌𝑖

(𝑦𝑖)
e 𝐵𝑖 = 𝐹𝑌𝑖

(𝑦𝑖). 𝐹𝑌𝑖
(·) é a função de probabilidade de massa da distribuição Poisson e

𝐹𝑋𝑖|𝑌𝑖
(·) é a função de distribuição acumulada da distribuição Weibull.

3.2.2 Diagnóstico de Influência

Nesta subseção são abordadas duas análises de influências: global e local. Como

já visto anteriormente, a primeira análise exclui a observação perturbada e compara os
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modelos com a observação perturbada e sem a observação perturbada, o que segundo

Cook (1977) pode gerar resultados muito diferentes se um caso for excluído do conjunto

de dados. Já a segunda análise mantém a observação perturbada no conjunto de dados e

monitora como a perturbação altera os resultados (COOK, 1986).

3.2.2.1 Diagnóstico de Influência Global

A partir do modelo proposto e da perturbação realizada na 𝑖-ésima observação,

aplicou-se a medida de influência total para determinar qual o grau de influência da 𝑖-

ésima observação sob o vetor de estimativas dos parâmetros. Dessa forma, calculou-se as

estimativas dos parâmetros do conjunto de dados original e comparou-se às estimativas

dos parâmetros do conjunto de dados sem a 𝑖-ésima observação. Essa comparação é

quantificada e chamada de distância de Cook generalizada, dada por

GCD𝑖 =
[︂
(𝛽̂𝑇

𝑖 , Δ̂
𝑇

𝑖 , 𝛾𝑖) − (𝛽̂𝑇
, Δ̂

𝑇
, 𝛾)

]︂
𝑀̂

[︂
(𝛽̂𝑖, Δ̂𝑖, 𝛾) − (𝛽̂𝑇

, Δ̂
𝑇
, 𝛾)

]︂𝑇

, (3.7)

na qual 𝑀̂ é a matriz de informação observada, dada por (2.8), avaliado em 𝛽 = 𝛽, Δ =
Δ̂ e 𝛾 = 𝛾, 𝑙𝑖(𝛽, Δ, 𝛾) a função de log-verossimilhança dada por (2.7), sem a 𝑖-ésima

observação, e 𝛽𝑖, Δ̂𝑖, 𝛾𝑖, os respectivos estimadores de máxima verossimilhança de 𝛽, Δ
e 𝛾.

Outra medida de influência global é o deslocamento da verossimilhança, que é dado

pela seguinte equação

LD𝑖 = 2
[︁
𝑙(𝛽̂, Δ̂, 𝛾) − 𝑙(𝛽̂𝑖, Δ̂𝑖, 𝛾𝑖)

]︁
, (3.8)

Uma vez que as medidas GCD𝑖 ou LD𝑖 são pequenas, menos influente é a 𝑖-ésima obser-

vação sob o vetor de estimativas dos parâmetros.

3.2.2.2 Diagnóstico de Influência Local

Levando-se em consideração o modelo proposto no capítulo 2 e aplicando-se a me-

todologia de Cook (1986), foram realizadas perturbações no modelo e nas variáveis res-

postas, considerando o caso contínuo. Logo, perturbando-se (2.7), a log-verossimilhança

do modelo perturbado é escrita da seguinte forma

𝑙(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝜔) =
𝑛∑︁

𝑖=1
𝜔𝑖

(︂
−𝜇𝑖𝑦 + 𝑦𝑖 𝑙𝑜𝑔(𝜇𝑖𝑦) − 𝑙𝑜𝑔(𝑦𝑖!) − 𝑙𝑜𝑔(𝑏) − 𝑥𝑖

𝑏

)︂
(3.9)

com 𝜔 = (𝜔1, · · · , 𝜔𝑛), 0 < 𝜔𝑖 < 1, sendo vetor de perturbação.

Perturbando-se a variável resposta contínua, tem-se que a log-verossimilhança do

modelo é dada por

𝑙(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝜔) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
−𝜇𝑖𝑦 + 𝑦𝑖 𝑙𝑜𝑔(𝜇𝑖𝑦) − 𝑙𝑜𝑔(𝑦𝑖!) − 𝑙𝑜𝑔(𝑏) − 𝑥*

𝑖

𝑏

)︂
(3.10)
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com 𝑥*
𝑖 sendo a variável resposta perturbada, escrita como em (1.12), mas nesse caso

𝑥𝑖𝜔 = 𝑥𝑖 + 𝑠𝑥𝑖
𝜔𝑖. A matriz de perturbação Λ é dada também por (1.6), porém com a

perturbação realizada em 𝑥𝑖. Já a variável resposta discreta Poisson não será perturbada

uma vez que não há costume em perturbar-se variáveis resposta categóricas.

Do capítulo 1, sabe-se que 𝑑𝑚𝑎𝑥 produz a maior curvatura 𝐶𝑚𝑎𝑥. A curvatura má-

xima é dada por (1.5), na qual a matriz de perturbação é dada por

Λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕2𝑙(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝜔)
𝜕𝛽0𝜕𝜔𝑇

...

𝜕2𝑙(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝜔)
𝜕𝛽3𝜕𝜔𝑇

𝜕2𝑙(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝜔)
𝜕𝛿0𝜕𝜔𝑇

...

𝜕2𝑙(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝜔)
𝜕𝛿3𝜕𝜔𝑇

𝜕2𝑙(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝜔)
𝜕𝛾𝜕𝜔𝑇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (3.11)

Os cálculos das derivadas primeiras da função de log-verossimilhança são apresentados

no Apêndice A, nas equações (A.1), (A.2) e (A.3).

Para o caso de realizar perturbação nas variáveis explicativas 𝑍1𝑖 e/ou 𝑇1𝑖, a log-

verossimilhança do modelo seria dada por

𝑙(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝜔) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
−𝜇*

𝑖𝑦 + 𝑦𝑖 𝑙𝑜𝑔(𝜇*
𝑖𝑦) − 𝑙𝑜𝑔(𝑦𝑖!) − 𝑙𝑜𝑔(𝑏*) − 𝑥𝑖

𝑏*

)︂
, (3.12)

para o caso de perturbar 𝑍1𝑖, e/ou

𝑙(𝛽, Δ, 𝛾 | 𝜔) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
−𝜇𝑖𝑦 + 𝑦𝑖 𝑙𝑜𝑔(𝜇𝑖𝑦) − 𝑙𝑜𝑔(𝑦𝑖!) − 𝑙𝑜𝑔(𝑏*) − 𝑥𝑖

𝑏*

)︂
, (3.13)

para o caso de perturbar 𝑇1𝑖, sendo 𝑏* = 𝛾𝑦𝑖 𝜇𝑖𝑥

1+𝜇*
𝑖𝑦(𝛾−1) e 𝜇*

𝑖𝑦 = 𝑍*
1𝑖𝛽𝑖, para (3.12) e 𝑏* =

𝛾𝑦𝑖 𝜇*
𝑖𝑥

1+𝜇𝑖𝑦(𝛾−1) e 𝜇*
𝑖𝑥 = 𝑇 *

1𝑖Δ𝑖 para (3.13). A matriz de perturbação Λ é dada também por (1.6),

considerando as perturbações nas variáveis explicativas. Os gráficos de 𝑑𝑚𝑎𝑥 versus a

ordem das observações indica quais observações exercem influência sob 𝐿𝐷(𝜔).

Além disso, também foi de interesse avaliar a perturbação na 𝑖-ésima direção (LE-

SAFFRE; VERBEKE, 1998). Nesse caso a direção 𝑑𝑖 produziu a curvatura Normal 𝐶𝑖, dada

por (1.10), com Λ𝑖 sendo a 𝑖-ésima coluna na matriz de perturbação Λ.

A 𝑖-ésima observação é considerada influente se 𝐶𝑖(𝛽, Δ, 𝛾) ≥ 2∑︀𝐶𝑖(𝛽, Δ, 𝛾)/𝑛.
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3.3 Resultados

As figuras 4 e 5 são referentes aos gráficos dos resíduos para o cenário 1. Foram

analisados os resíduos considerando-se amostras de tamanho 50 e 200.

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●●

●
●

●

●

0 10 20 30 40 50

−
1

0
1

2
3

4

(a)

Observações

P
ad

ro
ni

za
do

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

0 10 20 30 40 50

−
2

−
1

0
1

2
3

(b)

Observações

Q
ua

nt
il

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

0 10 20 30 40 50

−
1

0
1

2
3

(c)

Observações

P
ad

ro
ni

za
do

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

0 10 20 30 40 50

−
1

0
1

2

(d)

Observações

Q
ua

nt
il

Figura 4 – Resíduos padronizados e quantis normalizados para tamanho de amostra 50.

●

●
●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●●●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●
●

0 50 100 150 200

−
1

0
1

2
3

(a)

Observações

P
ad

ro
ni

za
do

●

●●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

0 50 100 150 200

−
2

−
1

0
1

2

(b)

Observações

Q
ua

nt
il

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●
●

●

●
●

●
●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●●

●●●
●

0 50 100 150 200

−
1

0
1

2
3

4
5

(c)

Observações

P
ad

ro
ni

za
do

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●

●

0 50 100 150 200

−
2

−
1

0
1

2
3

(d)

Observações

Q
ua

nt
il

Figura 5 – Resíduos padronizados e quantis normalizados para tamanho de amostra 200.
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Para o cenário 2 foram consideradas amostras de tamanho 100 e 500. Os resulta-

dos da análise de resíduos são apresentados nas figuras 6 e 7.
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Figura 6 – Resíduos padronizados e quantis normalizados para tamanho de amostra 100.
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Figura 7 – Resíduos padronizados e quantis normalizados para tamanho de amostra 500.
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Os gráficos (a) e (b) das quatro figuras apresentadas anteriormente são referentes

aos resíduos padronizado e quantil aleatorizado, respectivamente, do modelo associado à

variável resposta discreta (𝑌𝑖), assim como os gráficos (c) e (d) das quatro figuras são refe-

rentes aos resíduos padronizado e quantil aleatorizado, respectivamente, do modelo asso-

ciado à variável resposta contínua, condicionada à variável resposta discreta (𝑋𝑖 | 𝑌𝑖 = 𝑦𝑖).

É possível notar que o comportamento dos resíduos padronizados da distribuição da variá-

vel resposta 𝑌𝑖 é semelhante nos dois cenários e também assimétrico, para os diferentes

tamanhos de amostra. O resultado é esperado por se tratar de uma distribuição de dados

de contagem. Já em relação aos resultados do resíduo quantil normalizado aleatorizado,

para a variável resposta discreta 𝑌𝑖, percebe-se que o comportamento é bastante coerente

ao da distribuição Normal Padrão, tanto no cenário 1 quanto no cenário 2. Os valores ficam

em torno do 0 e concentrados entre -3 e 3, para os diferentes tamanhos de amostra.

Em relação ao modelo associado à variável resposta 𝑋𝑖 | 𝑌𝑖, nota-se que os resul-

tados dos resíduos são muito similares aos resultados do caso anterior. No gráfico (c) das

quatro figuras é apresentado o resultado acerca dos resíduos padronizados e percebe-se

que seu comportamento, nos diferentes tamanhos de amostra, é coerente com a natureza

da distribuição. Nota-se que os resíduos não têm uma variabilidade muito grande, embora

não tenham um comportamento específico e sejam assimétricos. Quanto ao gráfico (d) das

quatro figuras, referente ao resíduo quantil normalizado, as conclusões são análogas ao

caso anterior, os valores estão concentrados na faixa de -3 a 3 e em torno de 0, coerente

ao comportamento da distribuição Normal Padrão.

A análise de resíduos também é realizada para verificar a adequabilidade da forma

dos preditores no modelo. Para isso, foi inserido um termo quadrático no preditor corres-

pondente à variável resposta discreta 𝑋𝑖, que é associado à variável explicativa 𝑡1. O mo-

delo foi gerado com o termo quadrático porém seu ajuste foi feito sem esse termo quadrá-

tico nos preditores. A análise foi realizada apenas no cenário 1 para amostra de tamanho

𝑛 = 50, sendo 𝛽 = (0.09, 0.05, 0.01, -0.002), Δ = (0.01, 0.25, 0.0005, 0.0036) e 𝛾 = 1.6.

Para a suavização das curvas é utilizada a técnica Lowess (CLEVELAND, 1979).

Os gráficos das figuras 8 e 9 são referentes ao comportamento dos resíduos pa-

dronizados e quantis normalizados em relação às variáveis explicativas 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑡1, 𝑡2 e

𝑡3, sendo (a), (b) e (c) referentes à variável resposta 𝑌𝑖 e (d), (e) e (f) referentes à variável

resposta 𝑋𝑖. Na figura 8, é inserido um termo quadrático no preditor correspondente à va-

riável resposta 𝑋𝑖. Percebe-se no gráfico (d) que os resíduos têm forma quadrática e que

nos demais gráficos os resíduos têm forma linear, ou seja, a utilização do termo quadrático

associado à variável explicativa 𝑡1 é adequada no modelo.
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Figura 8 – Resíduos padronizados para termo quadrático associado a 𝑡1.

Já os gráficos da figura 9 apresentam o comportamento dos resíduos quantis alea-

torizados quando o termo quadrático é inserido ao preditor correspondente à 𝑋𝑖.
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Figura 9 – Resíduos quantis aleatorizados para termo quadrático associado a 𝑡1.
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Nota-se que no gráfico (d), assim como no caso anterior, os resíduos têm forma quadrá-

tica e nos demais gráficos os resíduos têm forma linear. Ou seja, a utilização do termo

quadrático associado à variável explicativa 𝑡𝑖 é adequada no modelo.

O estudo realizado aqui para verificar a adequabilidade da forma dos preditores no

modelo é realizado também para o preditor correspondente à variável resposta 𝑌𝑖 e para o

cenário 2, para variáveis explicativas discretas, e os resultados obtidos são análogos aos

resultados obtidos no estudo realizado acima.

Para a análise de influência, foi acrescentado um pequeno valor à observação de

número 15 e foram aplicadas as técnicas de influência global e local a fim de verificar

se a metodologia de diagnóstico reconhece essa observação perturbada como influente

no conjunto de dados ou não. Para o diagnóstico de influência local foram realizados

dois tipos de esquemas de perturbação, ponderação de casos e perturbação na variá-

vel resposta contínua, sendo que a variável resposta discreta não é perturbada pois não

há costume em perturbar-se variáveis respostas categóricas. Além disso, posterior a esse

estudo, apropriou-se também da metodologia de Lesaffre e Verbeke (1998) para analisar

a influência local total para a 𝑖-ésima observação, no caso, a observação de número 15.

Nas figuras 10 e 11 são apresentados os gráficos de 𝑑𝑚𝑎𝑥 da curvatura na direção 𝑑𝑖, com

𝑖 = 1, · · · , 𝑛, da distância de Cook generalizada, e da curvatura normal (| 𝐶𝑖 |) para a

𝑖-ésima observação.
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Figura 10 – Influência Local para a perturbação realizada na observação 15 - Cenário 1.
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Os gráficos (a) e (b) são relacionados ao esquema de perturbação de ponderação

de casos e os gráficos (c) e (d) ao esquema de perturbação na variável resposta.
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Figura 11 – Influência Local para a perturbação realizada na observação 15 - Cenário 2.

Já a figura 12 apresenta os gráficos de influência global para a realização da pertur-

bação na observação de número 15 do conjunto de dados, tanto para o cenário 1 quanto

para o cenário 2.

Figura 12 – Influência Total para a perturbação realizada na observação 15 - Cenários 1 e
2
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Nota-se pelos gráficos das figuras acima que as metodologias de influência local
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e global identificam a observação 15 como influente. Uma alternativa para verificação da

influência global é calcular o quanto a observação retirada do conjunto de dados modifica

nas estimativas dos parâmetros. Na Tabela 3 são apresentadas as medidas percentuais

nas estimativas dos parâmetros do modelo, dos cenários 1 e 2, retirando-se a observação

de número 15 do conjunto de dados.

Tabela 3 – Mudança nas estimativas de Máxima Verossimilhança (%) - Cenário 1 e 2

Cenário 𝛽0 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛿0 𝛿1 𝛿2 𝛿3 𝛾

1 -137.48 -12.99 -43.81 -56.05 -70.02 -814.86 1682.93 -134.5 31.07
2 -2.2 -13.04 -240.34 8.73 -98.13 -36.8 -99.7 -1170.51 14.38

No caso do cenário 1, em que as covariáveis são contínuas, percebe-se que a

observação de número 15 altera em mais de 100%, em módulo, a estimativa do intercepto

𝛽0, 814.86%, em módulo a estimativa do parâmetro 𝛿1 e em mais de 1000% a estimativa

do parâmetro 𝛿2. Já no cenário 2, para as covariáveis discretas, a observação de número

15 modifica em mais de 200%, em módulo, a estimativa de 𝛽2, quase 100%, em módulo, a

estimativa do intercepto 𝛿0 e mais de 1000%, em módulo, a estimativa de 𝛿2.

3.4 Conclusão

Neste capítulo foi realizada uma análise de diagnóstico para verificar os pressupos-

tos do modelo proposto no capítulo anterior. Ao modelo Poisson-Weibull com parâmetro de

forma fixado em 1 foram feitas, para cada variável resposta de forma separada, análises de

resíduo padronizado e quantil normalizado. A primeira resultou em gráficos assimétricos

e com pouca variabilidade entre os resíduos, a fim de mostrar acerca da distribuição das

variáveis respostas, e a segunda mostrou sobre os resíduos vindos de uma distribuição

Normal, com resultados variando em torno de zero, numa faixa de -3 a 3. Com os resulta-

dos apresentados nas tabelas, foi possível concluir que os pressupostos do modelo foram

alcançados.

Ainda, uma observação foi perturbada com a intenção de verificar se as metodolo-

gias de influência global e local identificavam essa observação como influente no conjunto

de dados. Para isso, no caso de influência local, foram realizadas duas formas de pertur-

bação, ponderação por casos e perturbação na variável resposta. Também foi realizada

uma análise de influência local total, numa única direção para a construção do gráfico da

curvatura normal 𝐶𝑖 para a observação de número 15. A metodologia em ambos os casos

identificou a observação como influente. O mesmo pôde ser concluído ao realizar a aná-

lise global e ao retirar a observação do conjunto de dados. Foi verificado que a observação

alterou as estimativas dos parâmetros.
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Capítulo 4

Considerações Finais

A importância do estudo de modelos bivariados se dá pelo fato de muitas situações

admitirem dois resultados possíveis como resposta. Nesse sentido, o presente estudo teve

como objetivo apresentar um modelo que apresenta duas variáveis respostas, com a in-

tenção de verificar a associação entre essas variáveis. Sendo assim, o modelo Poisson-

Weibull com parâmetro de forma fixado em 1 é uma proposta nova na literatura e para tal

foram realizados estudos de simulação, para diferentes tamanhos de amostras, bem como

análises de resíduos, para verificar a robustez desse modelo, bem como avaliar seus pres-

supostos. Os resultados apresentados no decorrer do trabalho mostram que o modelo tem

um bom ajuste e que todos os pressupostos são satisfeitos. Além disso, a partir desse mo-

delo, foram realizados alguns esquemas de perturbação para verificar a adequabilidade da

metodologia de influência local e global. Percebe-se que de fato a metodologia reconhece

as observações perturbadas.
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Capítulo 5

Trabalhos Futuros

Como proposta para futuros trabalhos são listados pelo menos três:

∙ Ajustar o modelo a conjunto de dados reais;

∙ Considerar outras estruturas de dependência;

∙ Estender o modelo proposto considerando o parâmetro "a"diferente de 1;

∙ Aplicar a metodologia de Zhu et al. (2007) para verificar os esquemas de perturbação;

∙ Aplicar outros esquemas de perturbação ao modelo proposto.



50

Referências

ANDRADE, B. P. d. et al. Diagnóstico de influência local no modelo de calibração
ultraestrutural com réplicas. Universidade Federal de São Carlos, 2016.

BALAKRISHNA, N.; LAI, C. D. Concepts of stochastic dependence. In: Continuous
Bivariate Distributions. [S.l.]: Springer, 2009. p. 105–140.

BELSLEY, D. A.; KUH, E.; WELSCH, R. E. Regression diagnostics: Identifying influential
data and sources of collinearity. [S.l.]: John Wiley & Sons, 2005. v. 571.

BERKHOUT, P.; PLUG, E. A bivariate poisson count data model using conditional
probabilities. Statistica Neerlandica, Wiley Online Library, v. 58, n. 3, p. 349–364, 2004.

CLEVELAND, W. S. Robust locally weighted regression and smoothing scatterplots.
Journal of the American statistical association, Taylor & Francis, v. 74, n. 368, p. 829–836,
1979.

COOK, R. D. Detection of influential observation in linear regression. Technometrics,
Taylor & Francis Group, v. 19, n. 1, p. 15–18, 1977.

COOK, R. D. Assessment of local influence. Journal of the Royal Statistical Society. Series
B (Methodological), JSTOR, p. 133–169, 1986.

COOK, R. D.; WEISBERG, S. Residuals and influence in regression. [S.l.]: New York:
Chapman and Hall, 1982.

ESCOBAR, L. A.; JR, W. Q. M. Assessing influence in regression analysis with censored
data. Biometrics, JSTOR, p. 507–528, 1992.

FITZMAURICE, G. M.; LAIRD, N. M. Regression models for a bivariate discrete and
continuous outcome with clustering. Journal of the American statistical Association, Taylor
& Francis, v. 90, n. 431, p. 845–852, 1995.

GILBERT, P.; VARADHAN, R. numderiv: Accurate numerical derivatives. R package
version, v. 1, 2012.

JUNG, R. C.; WINKELMANN, R. Two aspects of labor mobility: a bivariate poisson
regression approach. Empirical economics, Springer, v. 18, n. 3, p. 543–556, 1993.

KHAFRI, S.; KAZEMNEJAD, A.; ESKANDARI, F. Hierarchical bayesian analysis of
bivariate poisson regression model 1. Citeseer, 2008.



Referências 51

LAURITZEN, S. L.; WERMUTH, N. Graphical models for associations between variables,
some of which are qualitative and some quantitative. The annals of Statistics, JSTOR, p.
31–57, 1989.

LEE, S.-Y.; XU, L. Influence analyses of nonlinear mixed-effects models. Computational
Statistics & Data Analysis, Elsevier, v. 45, n. 2, p. 321–341, 2004.

LESAFFRE, E.; VERBEKE, G. Local influence in linear mixed models. Biometrics, JSTOR,
p. 570–582, 1998.

LITTLE, R. J.; SCHLUCHTER, M. D. Maximum likelihood estimation for mixed continuous
and categorical data with missing values. Biometrika, Oxford University Press, v. 72, n. 3,
p. 497–512, 1985.

OLIVEIRA, W. L. de; DINIZ, C. A. R.; DURBÁN, M. A class of bivariate regression models
for discrete and/or continuous responses. Communications in Statistics-Simulation and
Computation, Taylor & Francis, p. 1–25, 2018.

OLKIN, I.; TATE, R. F. et al. Multivariate correlation models with mixed discrete and
continuous variables. The Annals of Mathematical Statistics, Institute of Mathematical
Statistics, v. 32, n. 2, p. 448–465, 1961.

OPHEM, H. V. A general method to estimate correlated discrete random variables.
Econometric Theory, Cambridge University Press, v. 15, n. 2, p. 228–237, 1999.

PAULA, G. A. Assessing local influence in restricted regression models. Computational
statistics & data analysis, Elsevier, v. 16, n. 1, p. 63–79, 1993.

PETTIT, L. Diagnostics in bayesian model choice. The Statistician, JSTOR, p. 183–190,
1986.

PRADO, F. B. d. et al. Modelos de regressão bivariados bernoulli: exponencial.
Universidade Federal de São Carlos, 2013.

R Core Team. R: A Language and Environment for Statistical Computing. Vienna, Austria,
2018. Disponível em: <https://www.R-project.org/>.

RUSSO, C. Modelos não lineares elípticos para dados correlacionados. Tese (Doutorado)
— PhD thesis, Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo (in
Portuguese), 2010.

SCOLLNIK, D. P. Regression models for bivariate loss data. North American Actuarial
Journal, Taylor & Francis, v. 6, n. 4, p. 67–80, 2002.

SONG, J.; BARNHART, H. X.; LYLES, R. H. A gee approach for estimating correlation
coefficients involving left-censored variables. Journal of Data Science, v. 2, n. 3, p.
245–257, 2004.

TATE, R. F. Correlation between a discrete and a continuous variable. point-biserial
correlation. The Annals of mathematical statistics, JSTOR, v. 25, n. 3, p. 603–607, 1954.

THOMAS, W.; COOK, R. D. Assessing influence on regression coefficients in generalized
linear models. Biometrika, Oxford University Press, v. 76, n. 4, p. 741–749, 1989.

https://www.R-project.org/


Referências 52

VERBEKE, G.; MOLENBERGHS, G. Linear mixed models for longitudinal data. NY
Springer, 2000.

YANG, Y.; KANG, J.; MAO, K.; ZHANG, J. Regression models for mixed poisson and
continuous longitudinal data. Statistics in Medicine, Wiley Online Library, v. 26, n. 20, p.
3782–3800, 2007.

ZHU, H.; IBRAHIM, J. G.; LEE, S.; ZHANG, H. et al. Perturbation selection and influence
measures in local influence analysis. The Annals of Statistics, Institute of Mathematical
Statistics, v. 35, n. 6, p. 2565–2588, 2007.

ZHU, H.; LEE, S.-Y.; WEI, B.-C.; ZHOU, J. Case-deletion measures for models with
incomplete data. Biometrika, Oxford University Press, v. 88, n. 3, p. 727–737, 2001.



53

APÊNDICE A

Equações de Verossimilhança

O vetor escore é dado por 𝑈 = (𝑈(𝛽)𝑇 , 𝑈(Δ)𝑇 , 𝑈(𝛾))𝑇 , cujos elementos são da-

dos pela derivada primeira da função de log-verossimilhança em relação aos respectivos

parâmetros. Logo, 𝑈(𝛽) = 𝜕𝑙(·)
𝜕𝛽𝑖

, 𝑈(Δ) = 𝜕𝑙(·)
𝜕Δ𝑖

, 𝑈(𝛾) = 𝜕𝑙(·)
𝜕𝛾

.

Abaixo, encontram-se as derivadas calculadas em relação a cada parâmetro.

𝜕𝑙(·)
𝜕𝛽𝑖

=
𝑁∑︁

𝑖=1

⎛⎜⎜⎜⎝ 𝜕

𝜕𝛽𝑖

(−𝜇𝑖𝑦) + 𝜕

𝜕𝛽𝑖

(𝑦𝑖 𝑙𝑜𝑔(𝜇𝑖𝑦)) − 𝜕

𝜕𝛽𝑖

𝑙𝑜𝑔(𝑦𝑖!)⏟  ⏞  
=0

− 𝜕

𝜕𝛽𝑖

𝑙𝑜𝑔(𝑏) − 𝜕

𝜕𝛽𝑖

(︂
𝑥𝑖

𝑏

)︂⎞⎟⎟⎟⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

⎛⎝−𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦 + 𝑦𝑖(𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦)
𝜇𝑖𝑦

− 1
𝑏

(︃
𝜕

𝜕𝛽𝑖

(𝑏)
)︃

+
𝑥𝑖

(︁
𝜕

𝜕𝛽𝑖
(𝑏)
)︁

𝑏2

⎞⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

⎛⎜⎝−𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦 + 𝑦𝑖𝑍1𝑖 − 1
𝛾𝑦𝑖 𝜇𝑖𝑥

1+𝜇1𝑦(𝛾−1)

(︃
−𝛾𝑦𝜇𝑖𝑥𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))2

)︃
+

𝑥𝑖

(︁
−𝛾𝑦𝜇𝑖𝑥𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾−1)

(1+𝜇𝑖𝑦(𝛾−1))2

)︁
(︁

𝛾𝑦𝑖 𝜇𝑖𝑥

1+𝜇𝑖𝑦(𝛾−1)

)︁2

⎞⎟⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
−𝑍1𝑖(𝜇𝑖𝑦 + 𝑦𝑖) + 𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

(︃
1

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) − 𝑥𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃
(A.1)

𝜕𝑙(·)
𝜕Δ𝑖

=
𝑁∑︁

𝑖=1

⎛⎜⎜⎜⎝ 𝜕

𝜕Δ𝑖

(−𝜇𝑖𝑦)⏟  ⏞  
=0

+ 𝜕

𝜕Δ𝑖

(𝑦𝑖 𝑙𝑜𝑔(𝜇𝑖𝑦))⏟  ⏞  
=0

− 𝜕

𝜕Δ𝑖

𝑙𝑜𝑔(𝑦𝑖!)⏟  ⏞  
=0

− 𝜕

𝜕Δ𝑖

𝑙𝑜𝑔(𝑏) − 𝜕

𝜕Δ𝑖

(︂
𝑥𝑖

𝑏

)︂⎞⎟⎟⎟⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

⎛⎝−1
𝑏

(︃
𝜕

𝜕Δ𝑖

(𝑏)
)︃

+
𝑥𝑖

(︁
𝜕

𝜕Δ𝑖
(𝑏)
)︁

𝑏2

⎞⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

⎛⎜⎝− 1
𝛾𝑦𝑖 𝜇𝑖𝑥

1+𝜇𝑖𝑦(𝛾−1)

(︃
𝑇1𝑖𝜇𝑖𝑥𝛾𝑦𝑖

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

)︃
+

𝑥𝑖

(︁
𝑇1𝑖𝜇𝑖𝑥𝛾𝑦𝑖

1+𝜇1𝑦(𝛾−1)

)︁
(︁

𝛾𝑦𝑖 𝜇1𝑥

1+𝜇1𝑦(𝛾−1)

)︁2

⎞⎟⎠
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𝜕𝑙(·)
𝜕Δ𝑖

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑇1𝑖

(︃
𝑥𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

− 1
)︃)︃

(A.2)

𝜕𝑙(·)
𝜕𝛾

=
𝑁∑︁

𝑖=1

⎛⎜⎜⎜⎝ 𝜕

𝜕𝛾
(−𝜇𝑖𝑦)⏟  ⏞  
=0

+ 𝜕

𝜕𝛾
(𝑦𝑖 𝑙𝑜𝑔(𝜇𝑖𝑦))⏟  ⏞  

=0

− 𝜕

𝜕𝛾
𝑙𝑜𝑔(𝑦𝑖!)⏟  ⏞  

=0

− 𝜕

𝜕𝛾
𝑙𝑜𝑔(𝑏) − 𝜕

𝜕𝛾

(︂
𝑥𝑖

𝑏

)︂⎞⎟⎟⎟⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

⎛⎝−1
𝑏

(︃
𝜕

𝜕𝛾
(𝑏)
)︃

+
𝑥𝑖

(︁
𝜕

𝜕𝛾
(𝑏)
)︁

𝑏2

⎞⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

⎛⎝− 1
𝛾𝑦𝑖 𝜇1𝑥

1+𝜇1𝑦(𝛾−1)

(︃
𝑦𝑖𝛾

𝑦𝑖−1𝜇𝑖𝑥(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1)) − 𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥𝜇𝑖𝑦

(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1))2

)︃⎞⎠+

𝑁∑︁
𝑖=1

⎛⎜⎝𝑥𝑖

(︁
𝑦𝑖𝛾

𝑦𝑖−1𝜇𝑖𝑥(1+𝜇1𝑦(𝛾−1))−𝛾𝑦𝑖 𝜇𝑖𝑥𝜇𝑖𝑦

(1+𝜇1𝑦(𝛾−1))2

)︁
(︁

𝛾𝑦𝑖 𝜇𝑖𝑥

1+𝜇𝑖𝑦(𝛾−1)

)︁2

⎞⎟⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
−𝑦𝑖𝛾

−1 + 𝜇𝑖𝑦

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) + 𝑥𝑖𝑦𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))
𝛾𝑦𝑖+1𝜇𝑖𝑥

− 𝑥𝑖𝜇𝑖𝑦

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃
(A.3)

A matriz de informação observada, que é dada por

𝑀 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑀𝛽 𝑀𝛽Δ 𝑀𝛽𝛾

𝑀𝑇
𝛽Δ 𝑀Δ 𝑀Δ𝛾

𝑀𝑇
𝛽𝛾 𝑀𝑇

Δ𝛾 𝑀𝛾

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

tem seus elementos calculados a partir da derivada segunda da função de log-verossimilhança,

em relação aos respectivos parâmetros. Ou seja, 𝑀𝛽 = 𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛽2

𝑖
, 𝑀Δ = 𝜕2𝑙(·)

𝜕Δ2
𝑖

, 𝑀𝛾 = 𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛾2 ,

𝑀𝛽Δ = 𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛽𝑖𝜕Δ𝑖

, 𝑀𝛽𝛾 = 𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛽𝑖𝜕𝛾

e 𝑀Δ𝛾 = 𝜕2𝑙(·)
𝜕Δ𝑖𝜕𝛾

. Dessa forma, derivando-se (A.1) em relação

ao parâmetro 𝛽𝑖, tem-se

𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛽2

𝑖

= 𝜕

𝜕𝛽𝑖

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
−𝑍1𝑖(𝜇𝑖𝑦 + 𝑦𝑖) + 𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

(︃
1

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) − 𝑥𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝜕

𝜕𝛽𝑖

(−𝑍1𝑖(𝜇𝑖𝑦 + 𝑦𝑖)) + 𝜕

𝜕𝛽𝑖

(︃
𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

(︃
1

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) − 𝑥𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
−𝑍1𝑖

𝜕

𝜕𝛽𝑖

(𝜇𝑖𝑦 + 𝑦𝑖)) + 𝜕

𝜕𝛽𝑖

(𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))
(︃

1
1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) − 𝑥𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃
+

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) 𝜕

𝜕𝛽𝑖

(︃
1

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) − 𝑥𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃
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𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛽2

𝑖

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
−𝑍2

1𝑖𝜇𝑖𝑦 + 𝑍2
1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

(︃
1

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) − 𝑥𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃
+

𝑁∑︁
𝑖=1

⎛⎝𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)
⎛⎝−

𝜕
𝜕𝛽𝑖

(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))
(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))2

⎞⎠⎞⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
𝑍2

1𝑖𝜇𝑖𝑦

(︃
𝛾 − 1

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) − 𝑥𝑖(𝛾 − 1)
𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

− 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)2

(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))2 − 1
)︃)︃

(A.4)

Derivando-se (A.2) em relação ao parâmetro Δ𝑖, tem-se:

𝜕2𝑙(·)
𝜕Δ2

𝑖

= 𝜕

𝜕Δ𝑖

(︃
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑇1𝑖

(︃
𝑥𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

− 1
)︃)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑇1𝑖

𝜕

𝜕Δ𝑖

(︃
𝑥𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

− 1
)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

⎛⎝𝑇1𝑖

⎛⎝−
𝑥𝑖

𝜕
𝜕Δ𝑖

(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))
(𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥)2

⎞⎠⎞⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
𝑇1𝑖

(︃
−𝑥𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))𝛾𝑦𝑖𝑇1𝑖𝜇𝑖𝑥

(𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥)2

)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
−𝑇 2

1𝑖

(︃
𝑥𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃
(A.5)

Derivando-se (A.3) em relação ao parâmetro 𝛾, tem-se:

𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛾2 = 𝜕

𝜕𝛾

(︃
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
−𝑦𝑖𝛾

−1 + 𝜇𝑖𝑦

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) + 𝑥𝑖𝑦𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))
𝛾𝑦𝑖+1𝜇𝑖𝑥

− 𝑥𝑖𝜇𝑖𝑦

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝜕

𝜕𝛾
(−𝑦𝑖𝛾

−1) + 𝜕

𝜕𝛾

(︃
𝜇1𝑦

1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1)

)︃
+ 𝜕

𝜕𝛾

(︃
𝑥𝑖𝑦𝑖(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1))

𝛾𝑦𝑖+1𝜇1𝑥

)︃)︃
−

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
𝜕

𝜕𝛾

(︃
𝑥𝑖𝜇1𝑦

𝛾𝑦𝑖𝜇1𝑥

)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

⎛⎝𝑦𝑖𝛾
−2 −

𝜇1𝑦
𝜕

𝜕𝛾
(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1))

(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1))2 +
𝜕

𝜕𝛾
(𝑥𝑖𝑦𝑖(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1)))(𝛾𝑦𝑖+1𝜇1𝑥)

(𝛾𝑦𝑖+1𝜇1𝑥)2

⎞⎠+

𝑁∑︁
𝑖=1

⎛⎝−
(𝑥𝑖𝑦𝑖(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1))) 𝜕

𝜕𝛾
(𝛾𝑦𝑖+1𝜇1𝑥)

(𝛾𝑦𝑖+1𝜇1𝑥)2 +
𝑥𝑖𝜇1𝑦

𝜕
𝜕𝛾

(𝛾𝑦𝑖𝜇1𝑥)
(𝛾𝑦𝑖𝜇1𝑥)2

⎞⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
𝑦𝑖𝛾

−2 −
𝜇2

1𝑦

(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1))2 + 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝛾𝑦𝑖+2𝜇1𝑥

(𝛾𝜇𝑖𝑦 − (1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1))(1 + 𝑦𝑖)) + 𝑥𝑖𝑦𝑖𝜇𝑖𝑦

𝛾𝑦𝑖+1𝜇𝑖𝑥

)︃
(A.6)
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Derivando-se (A.1) em relação ao parâmetro Δ𝑖, tem-se:

𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛽𝑖𝜕Δ𝑖

= 𝜕

𝜕Δ𝑖

(︃
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
−𝑍1𝑖(𝜇𝑖𝑦 + 𝑦𝑖) + 𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

(︃
1

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) − 𝑥𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
− 𝜕

𝜕Δ𝑖

(︃
𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

(︃
𝑥𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
−𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) 𝜕

𝜕Δ𝑖

(︃
𝑥𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

⎛⎝−𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)
⎛⎝−

𝑥𝑖
𝜕

𝜕Δ𝑖
(𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥)

(𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥)2

⎞⎠⎞⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

(︃
𝑥𝑖𝛾

𝑦𝑖𝑇1𝑖𝜇𝑖𝑥

(𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥)2

)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)𝑥𝑖𝑇1𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃
(A.7)

Derivando-se (A.2) em relação ao parâmetro 𝛽𝑖, tem-se

𝜕2𝑙(·)
𝜕Δ𝑖𝜕𝛽𝑖

= 𝜕

𝜕𝛽𝑖

(︃
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑇1𝑖

(︃
𝑥𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

− 1
)︃)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃(︃
𝑇1𝑖𝑥𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃
𝜕

𝜕𝛽𝑖

(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))
)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑇1𝑖𝑥𝑖𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃

= 𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛽𝑖𝜕Δ𝑖

(A.8)

Derivando-se (A.1) em relação ao parâmetro 𝛾, tem-se

𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛽𝑖𝜕𝛾

= 𝜕

𝜕𝛾

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
−𝑍1𝑖(𝜇𝑖𝑦 + 𝑦𝑖) + 𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

(︃
1

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) − 𝑥𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝜕

𝜕𝛾

(︃
𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)
1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

)︃
− 𝜕

𝜕𝛾

(︃
𝑥𝑖𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)) − 𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)𝜇𝑖𝑦

(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))2

)︃
−

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
𝑥𝑖𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥) − 𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)𝑦𝑖𝛾

𝑦𝑖−1𝜇𝑖𝑥

(𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥)2

)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦

(︃
1

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) − (𝛾 − 1)𝜇𝑖𝑦

(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))2

)︃
− 𝑥𝑖𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦

(︃
1 − (𝛾 − 1)𝑦𝑖𝛾

−1

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃
(A.9)
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Derivando-se (A.3) em relação ao parâmetro 𝛽𝑖, tem-se

𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛾𝜕𝛽𝑖

= 𝜕

𝜕𝛽𝑖

(︃
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
−𝑦𝑖𝛾

−1 + 𝜇1𝑦

1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1) + 𝑥𝑖𝑦𝑖(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1))
𝛾𝑦𝑖+1𝜇1𝑥

− 𝑥𝑖𝜇𝑖𝑦

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

⎛⎝ 𝜕
𝜕𝛽𝑖

𝜇1𝑦(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1)) − 𝜇1𝑦
𝜕

𝜕𝛽𝑖
(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1))

(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1))2

⎞⎠+

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
𝑥𝑖𝑦𝑖

𝛾𝑦𝑖+1𝜇𝑖𝑥

𝜕

𝜕𝛽𝑖

(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1)) − 𝑥𝑖

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

𝜕

𝜕𝛽𝑖

(𝜇𝑖𝑦)
)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1)) − 𝜇𝑖𝑦(𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))

(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1))2 + 𝑥𝑖𝑦𝑖(𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))
𝛾𝑦𝑖+1𝜇𝑖𝑥

− 𝑥𝑖𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦

(︃
1

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) − 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)
(1 + 𝜇1𝑦(𝛾 − 1))2

)︃
− 𝑥𝑖𝑍1𝑖𝜇𝑖𝑦

(︃
1

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

− 𝑦𝑖(𝛾 − 1)
𝛾𝑦𝑖+1𝜇𝑖𝑥

)︃)︃

= 𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛽𝑖𝜕𝛾

(A.10)

Derivando-se (A.2) em relação ao parâmetro 𝛾,tem-se

𝜕2𝑙(·)
𝜕Δ𝑖𝜕𝛾

= 𝜕

𝜕𝛾

(︃
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑇1𝑖

(︃
𝑥𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

− 1
)︃)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

⎛⎜⎜⎜⎝ 𝜕

𝜕𝛾

(︃
𝑇1𝑖𝑥𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃
− 𝜕

𝜕𝛾
𝑇1𝑖⏟  ⏞  

=0

⎞⎟⎟⎟⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

⎛⎝( 𝜕
𝜕𝛾

(𝑇1𝑖𝑥𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))))(𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥) − (𝑇1𝑖𝑥𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)))( 𝜕
𝜕𝛾

(𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥)
(𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥)2

⎞⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
(𝑇1𝑖𝑥𝑖𝜇𝑖𝑦)(𝛾𝑦𝑖𝜇1𝑥) − 𝑇1𝑖𝑥𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))𝑦𝑖𝛾

𝑦𝑖−1𝜇𝑖𝑥

(𝛾𝑦𝑖(𝜇1𝑥)2

)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑇1𝑖𝑥𝑖

(︃
𝜇𝑖𝑦 − (1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))𝑦𝑖𝛾

−1

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃
(A.11)

Derivando-se (A.3) em relação ao parâmetro Δ𝑖,tem-se

𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛾𝜕Δ𝑖

= 𝜕

𝜕Δ𝑖

(︃
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
−𝑦𝑖𝛾

−1 + 𝜇𝑖𝑦

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1) + 𝑥𝑖𝑦𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))
𝛾𝑦𝑖+1𝜇𝑖𝑥

− 𝑥𝑖𝜇𝑖𝑦

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ 𝜕

𝜕Δ𝑖

(−𝑦𝑖𝛾
−1)⏟  ⏞  

=0

+ 𝜕

𝜕Δ𝑖

(︃
𝜇𝑖𝑦

1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)

)︃
⏟  ⏞  

=0

+ 𝜕

𝜕Δ𝑖

(︃
𝑥𝑖𝑦𝑖(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))

𝛾𝑦𝑖+1𝜇𝑖𝑥

− 𝑥𝑖𝜇𝑖𝑦

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃⎞⎟⎟⎟⎟⎠
=

𝑁∑︁
𝑖=1

(︃
𝜕

𝜕Δ𝑖

(︃
𝑥𝑖𝑦𝑖𝛾

−1(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)) − 𝑥𝑖𝜇𝑖𝑦

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃(︃
𝑥𝑖𝑦𝑖𝛾

−1(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)) − 𝑥𝑖𝜇𝑖𝑦

𝛾𝑦𝑖

)︃
𝜕

𝜕Δ𝑖

1
𝜇𝑖𝑥

)︃
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𝜕2𝑙(·)
𝜕𝛾𝜕Δ𝑖

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃(︃
𝑥𝑖𝑦𝑖𝛾

−1(1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1)) − 𝑥𝑖𝜇𝑖𝑦

𝛾𝑦𝑖

)︃(︃
−𝑇1𝑖𝜇𝑖𝑥

(𝜇𝑖𝑥)2

)︃)︃

=
𝑁∑︁

𝑖=1

(︃
𝑇1𝑖𝑥𝑖

(︃
𝜇𝑖𝑦 − (1 + 𝜇𝑖𝑦(𝛾 − 1))𝑦𝑖𝛾

−1

𝛾𝑦𝑖𝜇𝑖𝑥

)︃)︃

= 𝜕2𝑙(·)
𝜕Δ𝑖𝜕𝛾

(A.12)
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