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RESUMO

Neste trabalho propomos duas novas distribuicoes derivadas, respectivamente, das
distribuicoes Half-Normal generalizada e Half-Normal. Na primeira proposta, a partir do
método de discretizagdo de Nakagawa e Osaki (1975), formulamos a versao discreta da
distribuicao Half-Normal generalizada. Algumas de suas propriedades sao apresentadas e
via simulagoes Monte Carlo sao avaliados o viés e a acuracia das estimativas obtidas pelo
método da méaxima verossimilhanca e pelo método dos momentos. Dois exemplos utili-
zando dados da literatura ilustram a aplicacao desta distribuicao. Na segunda proposta
introduzimos a distribuicao Half-Normal transmutada a partir da metodologia de Shaw e
Buckley (2009) tomando como base a distribuigdo Half-Normal. As expressoes analiticas
explicitas da esperanca, variancia, assimetria, curtose, funcao geradora de momentos, en-
tropia de Shannon, desvios médios, curvas de Bonferroni e Lorenz, estatistica de ordem e
confiabilidade sao deduzidas e apresentadas. Os parametros da distribuicao sao estimados
usando o método da maxima verossimilhanca. O viés e a acuracia dos estimadores sao
estimados via simulacoes Monte Carlo. Duas aplicacoes, a primeira sem a presenca de

covariaveis e a segunda na presenga de covariaveis, sao usadas com propositos ilustrativos.

Palavras-chave: Discretizagao, Distribuicao Half-Normal Generalizada, Método dos Mo-
mentos, Simulacao Monte Carlo, Verossimilhanca, Distribuicao Half-Normal, Estimagao

Paramétrica, Transmutacao.



ABSTRACT

In this work we propose two new distributions derived, respectively, from the gene-
ralized Half-Normal and Half-Normal distributions. In the first proposal, from the dis-
cretization method of Nakagawa and Osaki (1975), we formulated the discrete version of
the generalized Half-Normal distribution. Some of its properties are presented and the
bias and the root mean square error of estimates obtained by maximum likelihood and by
method of moments are evaluated by Monte Carlo simulation. Two examples using data
of literature ilustrate the aplication of the distribuition. In the second proposal we intro-
duce the half-normal distribution transmuted from the methodology of Shaw and Buckley
(2009) based on the Half-Normal distribution. We provide explicit expressions for the
moments, moment-generating function, Shannon’s entropy, mean deviations, Bonferroni
and Lorenz curves, order statistics, and reliability. The estimation of the parameters is
approached by the maximum likelihood method. The bias and accuracy of the estima-
tors are investigated by the Monte Carlo simulations. Two real data sets show that the
proposed distribution is useful and may be a good alternative to several extensions of the
Half-Normal distribution.

Keywords: Discretization, Generalized Half-Normal Distribution, Methods of Moments,
Monte Carlo Simulation, Likelihood, Half-Normal Distribution, Parametric Estimation,

Transmutation.
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CAPITULO 1

RESUMO GERAL

1.1 Introducao

Subjacente a todo procedimento paramétrico de inferéncia existe uma distribuicao de
probabilidade, usada para descrever o comportamento de uma variavel aleatéria na popu-
lacao. Nos ultimos anos, um incontavel nimero de distribuicoes de probabilidade, em sua
maioria com suporte nos numeros reais, foram propostas na literatura. Muitas estratégias
sao usadas na geragao de uma nova distribuicao de probabilidade, e grande parte consiste
em adicionar um ou mais parametros a alguma distribui¢ao base (Normal, Gumbel, Ex-
ponencial, Weibull, Gama, Log-Normal, entre tantas outras). Em geral, introduzir um
parametro extra tras mais flexibilidade as distribuicées base, e isso pode ser muito ttil
para fins de andlise de dados.

Um recente levantamento dos principais métodos utilizados para gerar uma nova dis-
tribuicao de probabilidade pode ser encontrado em Nadarajah e Rocha (2016), Tahir e
Nadarajah (2015), Brito, Régo e Oliveira (2015), Aljarrah, Lee e Famoye (2014), Lee,
Famoye e Alzaatreh (2013), Lai (2011), Gupta e Kundu (2009) e referéncias citadas nos
mesmos.

E importante enfatizar que a transformagao de uma variavel aleatéria Z em outra
X, da forma X = ¢g(Z), é a forma mais simples de se gerar uma nova distribui¢ao de
probabilidade. Um exemplo de uma distribuicao obtida por transformacao ¢ a distri-
buicao Half-Normal uniparamétrica (HN), resultante da transformacao X = 60|Z], em
que Z tem distribuicao Normal padrao e 6 > 0. Nos tltimos anos vérias extensoes da
distribuicao Half-Normal uniparamétrica foram propostas. Entre essas extensoes cita-se
na literatura: a distribuigao Half-Normal geral (PEWSEY, 2002, 2004), a distribuigao
Half-Normal generalizada (COORAY; ANANDA, 2008), a distribuicdo Beta (log-Beta)
Half-Normal generalizada (PESCIM et al., 2010; CORDEIRO et al., 2013; PESCIM et

12
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al., 2013), a distribui¢ao Kumaraswamy Half-Normal generalizada (CORDEIRO; PES-
CIM; ORTEGA, 2012), a distribuicao Beta Half-Normal generalizada geométrica (RAMI-
RES et al., 2013), a extensao da distribuicao Half-Normal generalizada (OLMOS et al.,
2014), a distribui¢do Half-Normal poténcia (G()MEZ; BOLFARINE, 2015), a distribui-
¢ao Half-Normal generalizada estendida (SANCHEZ; FREITAS; CORDEIRO, 2016) e a
distribuicao odd log-logistica Half-Normal generalizada (CORDEIRO et al., 2017).

Neste trabalho propomos duas novas distribuicoes derivadas, respectivamente, das
distribuicoes Half-Normal generalizada e Half-Normal. Na primeira proposta, a partir do
método de discretizagdo de Nakagawa e Osaki (1975), formulamos a versao discreta da
distribuicao Half-Normal generalizada. Na segunda proposta introduzimos a distribuig¢ao
Half-Normal transmutada a partir da metodologia de Shaw e Buckley (2009) tomando
como base a distribuicao Half-Normal.

No Capitulo 2 apresentamos o método de discretizagao utilizado na geragao da distri-
buicao Half-Normal generalizada discreta juntamente com algumas de suas propriedades
matematicas. Via simulagao Monte Carlo estudamos o viés e a raiz quadrada do erro
médio quadréatico dos estimadores obtidos pelos métodos de méaxima verossimilhanca e
pelo método dos momentos. Duas aplicagoes utilizando dados da literatura compara a
distribuicao proposta com as distribuicoes Weibull discreta, Binomial negativa e Poisson.

No Capitulo 3 formulamos a distribuicao Half-Normal transmutada e estudamos algu-
mas de suas propriedades matematicas. O viés e a precisao dos estimadores de maxima
verossimilhanca sao estudados via simulacao Monte Carlo. Duas aplicacoes, a primeira
sem a presenca de covariaveis e a segunda na presenca de covaridveis, sao usadas com

propositos ilustrativos.

1.2 Justificativa

Em geral, dados estritamente discretos, obtidos por processo de contagem ou por
truncamento sao modelados pelas distribuicoes Geométrica, Poisson ou Binomial nega-
tiva. Estas distribuicoes tem aplicabilidade limitada quando se trata de tempo de falha e
confiabilidade, pois suas fungoes densidade e risco nao proporcionam flexibilidade o sufici-
ente para a analise de dados dessa natureza. Tendo isto em vista, neste trabalho propomos
a distribuicao Half-Normal generalizada discreta, para a andlise de dados discretos.

Usando a recente metodologia introduzida por Shaw e Buckley (2009), a qual consiste
em introduzir assimetria ou curtose em uma distribuigao base (simétrica ou nao), propo-
mos a distribuicao continua Half-Normal transmutada. Um dos beneficios de se trabalhar
com esta distribuicao é que ela possui propriedades matematicas interessantes, como por
exemplo, uma forma analitica simples para a esperanca, proporcionando introduzir re-
gressao. Outra vantagem se deve ao fato da mesma apresentar baixo viés e baixo erro

quadratico médio, mesmo para pequenos tamanhos de amostra.
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

Propor duas novas distribuicoes de probabilidade, a distribuicao Half-Normal genera-
lizada discreta, para modelar dados de natureza estritamente discreta, e a distribuicao

continua Half-Normal transmutada para andlise de dados continuos.

1.3.2 Objetivos Especificos

e Propor uma andloga discreta a distribuicao Half-Normal generalizada, que é ob-
tida a partir da aplicacao do método de discretizacao via sobrevivéncia, e a versao

transmutada da distribuicao Half-Normal;
e Caracterizar e estudar algumas propriedades destas novas distribuicoes;

e Avaliar via simulacao Monte Carlo o vicio e a raiz quadrada do erro médio quadratico
das estimativas obtidas pelo método da maxima verossimilhanca e pelo método dos

momentos, para a distribuicao Half-Normal generalizada discreta;

e Avaliar via simulagao Monte Carlo o vicio e o erro médio quadratico das estimativas

de maxima verossimilhanca da distribuicao Half-Normal transmutada;

e Apresentar aplicacoes em dados da literatura e em dados reais, para verificar a
qualidade de ajuste de ambas distribui¢coes, Half-Normal generalizada discreta e
Half-Normal transmutada, em comparagao com as outras distribuicoes presentes na

literatura.

1.4 Metodologia

Realizamos um estudo das principais propriedades matemaéticas de ambas as distri-
buicoes, Half-Normal generalizada discreta e Half-Normal transmutada, caracterizando
os comportamentos das fungoes densidade ou de probabilidade, de risco e momentos.
Para o estudo das propriedades dos estimadores da distribuigao Half-Normal generalizada
discreta, obtidos pelos métodos da maxima verossimilhanca e dos momentos utilizamos
simulagao Monte Carlo, considerando os valores do vicio e da raiz quadrada do erro médio
quadratico. Para a distribuicao Half-Normal transmutada consideramos o vicio e o erro

médio quadratico dos estimadores de maxima verossimilhanca.
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1.5 Resultados

Foi possivel verificar que a distribuigao Half-Normal generalizada discreta possui boas
propriedades para seus estimadores de maxima verossimilhanca, pois em todos os cenarios
estudados verificamos que seus estimadores sao nao viciados assintoticamente. Além disso,
ao ser aplicada em conjuntos de dados da literatura, mostrou uma boa qualidade de ajuste,
visto que, a mesma possui muita flexibilidade em termos de comportamento, tanto para
a funcao de probabilidade quanto para a fungao de risco, podendo assumir nesta tltima
as formas decrescente, crescente e banheira. De semelhante forma, a distribuicao Half-
Normal transmutada mostrou excelentes propriedades matemaéticas, tendo em sua forma
analitica a esperanca, variancia, assimetria e curtose. Seus estimadores sao nao viciados
assintoticamente, e além disso, ela mostrou um excelente ajuste em dados climatolégicos,

se comparada com as demais extensoes da distribuicao Half-Normal.

1.6 Conclusao

A partir dos estudos realizados sobre a distribuicao Half-Normal generalizada discreta
conclui-se que ela oferece um ajuste significativo para a andlise de dados estritamente
discretos quando comparado aos modelos tradicionais usados na andlise de dados dessa
natureza, pois em termos de comportamento, sua funcao de probabilidade e de risco
mostraram ter bastante flexibilidade. Ja a distribuicao Half-Normal transmutada possui
boas propriedades para seus estimadores, além de expressoes fechadas para esperanca,
variancia, assimetria e curtose, o que a torna uma forte concorrente para as demais dis-
tribuicoes de probabilidade testadas, sendo uma boa alternativa na modelagem de dados

climatolégicos.

1.7 Propostas Futuras

Com o objetivo de dar continuidade ao estudo das distribuicao Half-Normal gene-
ralizada discreta e Half-Normal transmutada, estabelecemos como propostas para um

trabalho futuro:

e Aplicar a distribuicao Half-Normal generalizada discreta no contexto de risco com-

petitivos, longa-duracao e em dados inflacionados de zeros;

e Avaliar a performance de diferentes métodos de estimacao dos parametros da dis-

tribuicao Half-Normal transmutada.



CAPITULO 2

A DISTRIBUICAO HALF-NORMAL
GENERALIZADA DISCRETA

Resumo

Em geral dados obtidos por processos de contagem, estritamente discretos ou discretiza-
dos (provenientes de truncamentos e/ou arredondamentos), sao modelados, sem sermos
exaustivos, pelas distribuicoes Geométrica, Logaritmica, Poisson e Binomial negativa. Nos
ultimos anos, a partir de procedimentos de discretizacao de variaveis aleatérias continuas,
um grande numero de distribuicoes discretas véem sendo propostas na literatura. Dada
uma variavel aleatéria X continua, é possivel obter a versao discreta da distribuicao de
X. Muitos dos métodos de discretizacao preservam uma ou mais caracteristicas da versao
continua, sendo a proposta de Nakagawa e Osaki (1975) a mais utilizada. Neste artigo, a
partir desta metodologia, a qual faz uso da funcao de sobrevivéncia, é proposta a versao
discreta da distribuicao Half-Normal generalizada a qual foi introduzida na literatura por
Cooray e Ananda (2008). Algumas de suas propriedades sao apresentadas e via simula-
coes Monte Carlo sao avaliados o viés e a acuracia das estimativas obtidas pelo método da
maxima verossimilhanca e pelo método dos momentos. Dois exemplos utilizando dados

da literatura ilustram a aplicacao da distribuicao proposta.

Palavras-chave: Discretizacao, Distribuicao Half-Normal Generalizada, Método dos Mo-

mentos, Simulagao Monte Carlo, Verossimilhanca.
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Abstract

Generally, obtained data by count processes, strictelly discrete or discretized, obtained by
truncation and/or rounding are modeled by Geometric, Poisson and Binomial negative
distributions. In the last years, a big number of new discrete distributions has been propo-
sed in literature. These new distribuitions are obtained from procedures of discretization
of random continuous variable. Given a random continuous variable X, it is possible to
obtain a discrete version of distribution of X. Many of discretization methods preserve
one or more characteristics of continuous version, being the proposal from Nakagawa e
Osaki (1975) the most used. In this paper, from this methodology which makes use of
survival function, we propose the discrete version of generalized Half-Normal distribution,
introduced in literature by Cooray e Ananda (2008). Some of its properties are presented
and the bias and the root mean square error of estimates obtained by maximum likelihood
and by method of moments are evaluated by Monte Carlo simulation. Two examples using

data of literature ilustrate the aplication of the proposed distribuition.

Keywords: Discretization, Generalized Half-Normal Distribution, Methods of Moments,
Monte Carlo Simulation, Likelihood.

2.1 Introducao

O numero de vezes que um dispositivo eletronico ¢é ligado antes de apresentar algum
defeito, o numero de dias que um paciente fica em observacao na UTI antes de receber alta
e o numero de semanas, meses ou anos que um transplantado sobrevive, sao apenas alguns
exemplos de dados de sobrevivéncia discretos que na maioria das vezes sao analisados
por meio de distribuigoes continuas. Klein e Moeschberger (1997) traz em seu primeiro
capitulo alguns exemplos de dados de sobrevivéncia, entretanto, analisados no decorrer
do texto via distribui¢oes continuas. O mesmo ocorre nos varios exemplos apresentados,
entre outros, em Collett (2003), Lawless (2003) e Lee e Wang (2003).

Nos ultimos anos varias distribuicoes discretas tém sido propostas na literatura, e,
apesar de suas atraentes potencialidades, nao sao ainda muito usadas na analise de dados
de sobrevivéncia discretos/discretizados ou em dados de contagem. Um dos primeiros,
sendo o primeiro artigo cientifico que propoe uma distribuigao discreta (derivado da dis-
tribuicdo Weibull) data da década de 1970. Desde entao uma infinidade de novas distri-
buigoes discretas foram propostas. Uma revisao dos véarios métodos de discretizacao e das
distribuigoes discretizadas por eles estao presentes em Chakraborty (2015), Lai (2013)
e Bracquemond e Gaudoin (2003). Nesses trabalhos sao discutidos alguns métodos: o
baseado na fungao de sobrevivéncia (NAKAGAWA; OSAKI, 1975), o baseado em uma
série infinita (GOOD, 1953), o baseado na fungao de risco (STEIN; DATTERO, 1984), o
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composto por dois estagios (CHAKRABORTY, 2015), o baseado na funcao de risco re-
versa (GHOSH; ROY; CHANDRA, 2013), o via funcao de distribui¢ao acumulada (ROY;
DASGUPTA, 2001) e o método andlogo ao de Pearson (PEARSON, 1895).

O objetivo deste artigo é, a partir do método de discretizacao baseado na funcao
de sobrevivencia, introduzir a distribuicao discreta analoga a distribuicao Half-Normal
generalizada continua, introduzida por Cooray e Ananda (2008). Na Secao 2.2 apresen-
tamos uma breve revisdo a respeito do método de Nakagawa e Osaki (1975). A Secéo
2.3 apresenta a versao continua da distribuigdo Half-Normal generalizada (HNG) e logo
em seguida é introduzida a versao discreta. Na Secao 2.4 o método da méxima verossi-
milhanca e o método dos momentos sao apresentados. Um estudo de simulacao Monte
Carlo na Secao 2.5 é usado para avaliar o viés e a acuracia dos estimadores obtidos por
esses dois métodos. A Segao 2.6 apresenta trés aplicagoes considerando dados reais da

literatura e a Segao 2.7 encerra este artigo com algumas conclusdes.

2.2 Discretizacao via Funcao de Sobrevivéncia

Um dos principais métodos propostos na literatura para se obter um analogo discreto
de uma variavel aleatéria continua é o baseado na funcao de sobrevivéncia. Este método foi
proposto por Nakagawa e Osaki (1975) e tem como principal caracteristica, a preservagao
da fungao de sobrevivéncia original em sua parte inteira (KEMP, 2004; CHAKRABORTY,
2015). Alguns exemplos de distribuigoes discretas geradas por este método sao: a distri-
buigao Weibull discreta (NAKAGAWA; OSAKI, 1975), a distribuigao Weibull geométrica
discreta (BRACQUEMOND; GAUDOIN, 2003), a distribuicao Gumbel discreta (CHA-
KRABORTY; CHAKRAVARTY, 2014), a distribuigao gama discreta (CHAKRABORTY;
CHAKRAVARTY, 2012), a distribuicdo Lindley discreta (GOMEZ-DENIZ; CALDERIN-
OJEDA, 2011; BAKOUCH; JAZI; NADARAJAH, 2014), a distribuigdo Rayleigh inversa
discreta (HUSSAIN; AHMAD, 2014), a distribuicao Weibull inversa discreta (JAZI; LAT;
ALAMATSAZ, 2010), a distribuigao Maxwell discreta (KRISHNA; PUNDIR, 2007) e as
distribui¢oes Burr e Pareto discretas (KRISHNA; PUNDIR, 2009).

Segundo a convengao de Kemp (2004), o processo de discretizacao a partir da fungao

de sobrevivéncia utiliza a seguinte definigao.

Defini¢ao 2.2.1. Seja Sx(z) = P[X > z| a func¢do de sobrevivéncia de uma varidvel

aleatoria continua X. Definimos a fun¢do probabilidade deY = | X | por:
PY =k) =Sx(k)—Sx(k+1) (2.1)

em que k=0,1,... e |-| indica a parte inteira menor ou igual ao argumento.

Uma propriedade importante deste método é que o mesmo mantém a forma da fungao

de sobrevivéncia da versao continua, ou seja Sy (k) = Sx(k). Dado que, a funcao de
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sobrevivéncia mantém sua forma para o caso discreto, a funcao de distribuicao acumulada
definida como Fy (k) = 1 — Sy (k) também mantém sua forma para o caso discreto, ou
seja, Fy (k) = Fx(k). Essa propriedade é 1itil para se gerar valores pseudo-aleatérios da
funcao de probabilidade definida em (2.1).

Tendo em vista que a funcao de risco pode ser obtida pela razao entre a funcao de

probabilidade e a funcao de sobrevivéncia, temos entao a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.2.2. Seja Y uma varidvel aleatoria discreta, com func¢ao de probabilidade e
de sobrevivéncia p(k) e Sy (k), respectivamente. A fungdo de risco de'Y é definida como
a probabilidade condicional de que a falha € observada em k, dado que esta mao ocorreu

antes de k, e € escrita na forma:

W =TT sm L S

keZ. (2.2)

E importante observar que, por esta defini¢ao, hy (k) é sempre restrita ao intervalo

zero-um, ou seja 0 < hy (k) < 1.

2.3 A Distribuicao Half-Normal Generalizada

2.3.1 Versao Continua

Cooray e Ananda (2008) introduziram a distribuigdo Half-Normal generalizada (HNG)
de dois parametros que tem como caso particular a distribuicdo Half-Normal (HN), de-
senvolvida por Daniel (1959).

Para uma variavel aleatéria X nao negativa que segue a distribuicaco HNG com pa-
rametro de escala # > 0 e parametro de forma o > 0 temos que a funcao densidade de

probabilidade (fdp) e a funcao distribuigao acumulada (fda) sao escritas, respectivamente,

fz ] a,0) = %(g)alcp{(%)a} e Flz|a,0) = 2@[(%)1 —1  (23)

em que ¢(-) e ®(-) sdo, respectivamente, a fdp e a fda de uma varidvel aleatéria Normal

CO1mMo:

padrao.
Mostra-se que a fdp (2.3) é monotonicamente decrescente para o < 1 e unimodal para

a—1

«

a5 @G e

1
2
a > 1 com ponto de inflexdao em ¢ ( ) . A funcao de risco, escrita como:
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pode ser monotonicamente crescente, monotonicamente decrescente ou assumir a forma
de banheira (COORAY; ANANDA, 2008).

E evidente que se a = 1 a distribuicato HNG tem como caso particular a distribuigao
HN com parametro de escala 6. Outras caracteristicas da distribuicao HNG sao discutidas
em Cooray e Ananda (2008). Estes autores também apresentaram o método da méxima
verossimilhanca e estudaram, por meio de simulagoes, as probabilidades de cobertura dos
intervalos de confianca assintéticos. Recentemente, (MAZUCHELI; DEY, 2017) deduzi-
ram, pela metodologia sugerida por Cox e Snell (1968), as expressoes analiticas para a

correcao do viés dos estimadores de maxima verossimilhanca de « e 6.

2.3.2 Versao Discreta

Para a geracao da distribuigao Half-Normal generalizada discreta (HNGD), foi consi-

derada a distribuicao HNG e a metodologia que faz uso da fungao de sobrevivéncia.

Definicao 2.3.1. Uma varidvel aleatoria X que toma valores no conjunto de inteiros 7,

¢ dita sequir uma distribuicao HNGD com parametros « e 6 se sua fungao de probabilidade

P(X:x\a,e):%b{(x—gl)a} 4@[(%)1 (2.5)

em que o >0 e 8 > 0 sao os parametros de forma e escala, respectivamente.

¢ escrita na forma:

[lustramos na Figura 2.1 alguns comportamentos da funcao de probabilidade consi-
derando diferentes valores de a e 6. Vale ressaltar que o comportamento de (2.5) é o
mesmo que no caso continuo ou seja, mondtona descrescente para a < 1 e unimodal caso

contrario.
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Figura 2.1: Comportamento da fungao de probabilidade da distribuicao HNGD.

As fungoes de distribuicao acumulada e de sobrevivéncia sao dadas, respectivamente,

F(I|@,9)=2®[(%>T—l e S(x|a,9):2¢{—(g)a}. (2.6)

E importante mencionar que para uma variavel aleatéria discreta a funcao de risco

por:

possui alguns equivocos, (HUSSAIN; AHMAD, 2014), como por exemplo, o fato dela ser
limitada, h(z) < 1, implica que ela ndo é equivalente a — log S(z) (como no caso continuo).
Para contornar esse problema foi proposta a chamada de segunda funcao de risco, dada

por:

S(z | a,0)
Sz+1|a,0)

h*(x|a,9):log{ ] r=0,1,2,.... (2.7)

Para a distribuicao HNGD temos:

sl G}l (3] e
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O comportamento da func¢ao de risco (painel superior) e da segunda fung¢ao de risco
(painel inferior), considerando varios valores de « e 6, é ilustrado na Figura 2.2. E facil

perceber que os comportamentos de ambas as fun¢oes sao bastante similares e tteis em

situagoes de risco descrescente, crescente e em forma de banheira.

3 5 5 9
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Figura 2.2: Comportamento das fungoes de risco da distribuicao HNGD.

2.3.3 Funcao Geradora de Momentos e Algumas Propriedades

Algumas funcoes auxiliares desempenham importante papel na obtencao de diversas
caracteristicas interessantes das variaveis aleatoérias. Elas surgem a partir do estudo da
esperanca matematica ou valor esperado de uma variavel aleatéria. Entre estas fungoes

citamos a fungao geradora de momentos, definida como segue:

Definicao 2.3.2. Seja X uma varidvel aleatoria discreta que assume valores em 7. A

funcao geradora de momentos de X, quando existe, € entao calculada da sequinte forma:

My (t) = E(e") =) " P(X = z)

xT

(2.9)

em que P(X = x) € a fungao de probabilidade da varidvel aleatoria X .
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A fungao geradora de momentos da distribuicao HNGD pode ser escrita como:
- X\ S b z; + 1\ 2\
Mx(t) = E(e >_;ze {@K ) ] —q{(g) ” (2.10)

Como sabemos, o primeiro momento coincide com o valor esperado de X, logo:

E(X):§2xi{(bl(

enquanto que a variancia é dada por:

Var(X) = E(X?) - E(X)* =

1=0

o)

2256

1=0

2
%

IR

fo[ (2
o7

IR

)

)l

X

6

L

)
)T}

Podemos observar que tanto a esperanca quanto a variancia nao possuem formas fecha-

das o que impossibilita a verificacao da subdispersao ou superdispersao algebricamente.

Tendo isso em vista, € apresentado na Tabela 2.1 o indice de dispersao, calculado nume-

ricamente. Nota-se que distribuicao HNGD pode ser usada para dados com subdispersao

ou superdispersao. Dados com superdispersao sao comumente encontrados na literatura,

e existem varias distribuicoes que podem ser usadas para modela-los, porém, ha poucos

modelos que comportam a subdispersao, logo a distribuicao HNGD pode ser uma boa

alternativa para este tipo de problema, visto que a grande parte de suas combinagoes

paramétricas apresentam subdispersao.

Tabela 2.1: Indice de dispersao da distribuicao HNGD.

) “1 05 1.0 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6.0
05 | 1.66 096 1.00 1.00 061 000 0.00 0.00 000 0.00 000 0.00
1.0 | 2.68 091 071 068 0.68 0.68 068 0.68 0.68 0.68 0.68 0.68
1.5 | 3.70 1.07 066 047 0.35 026 020 0.16 0.13 0.10 0.09 0.07
20 | 472 1.27 072 050 037 030 026 023 021 020 019 0.18
25 | 5.74 1.48 081 054 040 030 024 019 016 0.13 0.11 0.10
30 | 6.75 1.69 091 0.60 043 033 027 023 020 0.18 0.16 0.15
35 | 7.77 1.92 1.02 0.66 0.47 0.36 029 024 020 0.16 0.14 0.12
40 | 878 2.14 1.13 0.73 0.52 0.39 031 026 022 0.19 0.17 0.15
45 | 978 2.36 1.24 080 0.57 043 034 028 023 020 0.17 0.15
50 |10.79 2.59 1.35 087 062 046 0.37 030 025 021 0.18 0.16
55 | 11.80 2.81 1.46 094 066 050 0.39 032 027 023 019 0.17
6.0 |12.80 3.04 1.58 1.01 0.71 0.54 0.42 0.34 028 024 021 0.18
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O comportamento da média, variancia, assimetria e curtose, em fungao de « é ilustrado

na Figura 2.3. Pelo grafico do coeficiente de assimetria temos que o mesmo pode ser

positivo ou negativo, logo 1til na andlise de dados com assimetria negativa ou positiva.

Média

Assimetria

[Ts)
]
o

<
N
~

0.42 1.34 2.26 3.18 0.32 2.63 4.93

-0.50

Variancia

Curtose
9.60

0.33 50.01 99.69 149.37 199.05

17.58

13.59

5.61

1.62

Figura 2.3: Comportamento da média, variancia, assimetria e curtose da distribuicao
HNGD. 0 =10 (—),0=20(---),0=5(---) e # =10.0 (----).

2.4 Meétodos de Estimacao

2.4.1 Estimacgao Via Método da Maxima Verossimilhancga

Seja )(17 X2, ..

., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicao HNGD com

parametros « e 6 e fungao de probabilidade dada por (2.5). A funcdo de verossimilhanga

pode ser escrita na forma:

b1 - T

=1

)|

(2.11)

»{(3)]

Aplicando a fun¢ao logaritmica em (2.11) tem-se que o logaritmo da fungao de veros-
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similhanca é dado por:

onro-Soalol()] S]] e

As funcoes escores para os parametros « e 0, sao dadas respectivamente por:

o1 01%) _ g~ o] (27)°] (252) tog (252) — 0| (5)"] (3)" 1og (%)
o5 #(=5)"] ~ o [(5)"]

a0 %) <=0 (5)7] ()75 — o (=5)7] (=543
»o= (=57 - 2[)7]

em que ¢ () e @ () denotam, respectivamente, a fdp e a fda da Normal padrao.

8

Os estimadores de maxima verossimilhanca de a e 6 sao as solugoes das equacoes nao-

0
lineares a—ﬁ(a 0| x)=0e —l(a,0 | x) =0. Observa-se que para obter as estimativas
a

00

de maxima verossimilhanca é necessario a utilizacao de métodos numéricos.

2.4.2 Estimacao Via Método dos Momentos

Para aplicar o método dos momentos para estimar « e # temos que equacionar os
momentos da populagao com os momentos amostrais e resolver duas equacoes simultane-
amente. Como os momentos populacionais sao expressos em uma série infinita as equagoes
nao podem ser resolvidas por exemplo, pelo método da substituicao. Denotemos por iy

e 2 o primeiro e segundo momento sobre a origem, respectivamente, temos:

O (G IR0 S
S]] e

Os momentos amostrais correspondentes aos momentos populacionais, sao dados por:

Para obtermos as estimativas de « e #, podemos utilizar a proposta em Khan, Khalique
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e Abouammoh (1989), que consiste em minimizar, em « e 6, a equagao:

(My — 1) + (My — po)?. (2.16)

2.5 Estudo de Simulacao

Nesta segao sao apresentados os resultados de um estudo de simulagao Monte Carlo
usado para avaliar o viés e o erro quadratico médio das estimativas obtidas pelo método
da méaxima verossimilhanc¢a e pelo método dos momentos. Foram geradas amostras de
tamanho n = 20,50, ...,170,200 com a = 0.5,1.0,3.0,5.0, 10.0 e # = 1.0 e 10.0. Para
cada uma das combinacoes de n,a e 0 foram simuladas, pelo método da transformacao
inversa, N = 10000 amostras pseudo-aleatérias da distribuicao HNGD. Foram estimados
o viés e a raiz do erro quadratico médio. Estas estimativas sao apresentadas nas Tabelas
2.2 e2.3.

Ao observarmos o vicio de @, percebemos que 6 exerce influéncia sobre o mesmo.
Para 0 = 1.0 e a > 1, temos oscilagoes na estimativa do vicio de a para ambos os
métodos de estimacao, fazendo com que o vicio se torne instavel, isto é, decresca e cresca
a cada acréscimo amostral. De forma semelhante, o vicio de f também oscila, entretanto, a
amplitude dessa oscilacao é pequena e centrada em zero. Mediante isto, podemos perceber
que a influéncia de o em 6 é minima.

Jd para # = 1.0 e « > 1, o REQM de a possui oscilagoes em suas estimativas. Para
f = 10 e a > 1, podemos observar que a convergéncia do REQM para zero é mais
demorada. No entanto, se # =10 e a <1 o REQM de 0 nio convergiu diretamente para
zero, mesmo com tamanho amostral 200.

Em geral, o comportamento do vicio de @& foi 0 mesmo em ambos os métodos, tendo
como tnica diferenca as amplitudes. Apesar do vicio de f ser menor no método da maxima
verossimilhanca, temos mais cenarios convergindo para zero no métodos dos momentos.
O REQM de a tem comportamento idéntico em ambos os métodos, sendo a convergéncia
para zero mais rapida no método da maxima verossimilhanca. Para o REQM de (/9\,
novamente, temos um comportamento muito semelhante entre os dois métodos, sendo a
convergéncia para zero pelo método da maxima verossimilhanca pouca coisa mais rapida

em quase todos os cenarios.
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Tabela 2.2: Estimativas do viés e da raiz do erro quadrédtico médio (REQM) dos esti-
madores de méaxima verossimilhanca (MV) e dos estimadores obtidos pelo método dos
momentos (MM) para § = 1.0.

MV MM
Viés REQM Viés REQM
Qo n o 0 o 0 o 0 « 0
20  0.0747 0.0282 0.0407 0.1451 0.1139 0.0960 0.0417 0.1319
50 0.0317 0.0150 0.0129 0.0689 0.0526  0.0511 0.0141 0.0689
80 0.0189  0.0093 0.0070 0.0436 0.0333 0.0336 0.0080 0.0451
0.5 110 0.0135 0.0067 0.0048 0.0320 0.0247 0.0252 0.0057 0.0337
140 0.0106  0.0057 0.0037 0.0252 0.0197 0.0205 0.0044 0.0270
170 0.0087 0.0045 0.0030 0.0207 0.0164 0.0169 0.0036 0.0224
200 0.0075 0.0041 0.0025 0.0176 0.0141 0.0147 0.0030 0.0193
20 -0.0134 0.0300 0.0716 0.0532 0.0145 0.0278 0.0794 0.0494
50 0.0321 0.0024 0.0389 0.0186 0.0326  0.0030 0.0380 0.0181
80 0.0355 -0.0010 0.0289 0.0114 0.0349 -0.0009 0.0283 0.0113
1.0 110 0.0308 -0.0012 0.0222 0.0083 0.0302 -0.0012 0.0218 0.0082
140 0.0257 -0.0012 0.0176 0.0065 0.0251 -0.0013 0.0173 0.0064
170 0.0215 -0.0009 0.0142 0.0054 0.0209 -0.0011 0.0140 0.0053
200 0.0180 -0.0008 0.0118 0.0046 0.0175 -0.0009 0.0116 0.0045
20  0.0619 -0.0029 0.0095 0.0046 0.0716  0.0011 0.0150 0.0052
50 0.0175 0.0007 0.0013 0.0021 0.0175 0.0007 0.0013 0.0021
80 0.0618 0.0004 0.0092 0.0012 0.0618 0.0004 0.0092 0.0012
3.0 110 -0.0096 0.0004 0.0003 0.0010 -0.0112  0.0004 0.0004 0.0010
140 0.0126 -0.0017 0.0102 0.0006 0.0114 0.0011 0.0097 0.0007
170 0.0491 0.0002 0.0057 0.0006 0.0492 0.0002 0.0057 0.0006
200 0.0139 0.0002 0.0006 0.0005 0.0137  0.0002 0.0006 0.0005
20 -0.0006 0.0005 0.0005 0.0022 -0.0005 0.0005 0.0005 0.0022
50 -0.0160 0.0005 0.0072 0.0008 -0.0160  0.0005 0.0072 0.0008
80 -0.0079 0.0001 0.0002 0.0005 -0.0079 0.0001 0.0002 0.0005
5.0 110 0.0494 0.0001 0.0066 0.0003 0.0494 0.0001 0.0066 0.0003
140 0.0148 0.0001 0.0007 0.0003 0.0148 0.0001 0.0007 0.0003
170 -0.0211 0.0001 0.0011 0.0002 -0.0211  0.0001 0.0011 0.0002
200 -0.0260 0.0003 0.0082 0.0002 -0.0260 0.0003 0.0082 0.0002
20 -0.0002 0.0001 0.0001 0.0005 -0.0002 0.0001 0.0001 0.0005
50 -0.0301 0.0001 0.0024 0.0002 -0.0301  0.0001 0.0024 0.0002
80 -0.0042 0.0001 0.0000 0.0001 -0.0042 0.0001 0.0000 0.0001
10.0 110 0.0270 0.0000 0.0022 0.0001 0.0270  0.0000 0.0022 0.0001
140 0.0078 0.0002 0.0002 0.0001 0.0078 0.0002 0.0002 0.0001
170 -0.0114 0.0000 0.0004 0.0001 -0.0114  0.0000 0.0004 0.0001
200 -0.0309 0.0000 0.0028 0.0000 -0.0311  0.0000 0.0028 0.0000
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Tabela 2.3: Estimativas do viés e da raiz do erro quadrédtico médio (REQM) dos esti-
madores de méaxima verossimilhanca (MV) e dos estimadores obtidos pelo método dos
momentos (MM) para ¢ = 10.

EMV EMM
Viés REQM Viés REQM
o n Q 0 Q 0 Q 0 « 0
20 0.0477 -0.0243 0.0148 0.3315 0.0818 -0.0123 0.0210 0.3284
50  0.0173 -0.0252 0.0044 0.3225 0.0361 -0.0101 0.0065 0.3232
80 0.0108 -0.0252 0.0025 0.3206 0.0238 -0.0074 0.0038 0.3196
0.5 110 0.0077 -0.0282 0.0018 0.3147 0.0179 -0.0059 0.0027 0.3141
140 0.0058 -0.0224 0.0014 0.3087 0.0142 -0.0040 0.0021 0.3120
170 0.0046 -0.0243 0.0011 0.3045 0.0116 -0.0054 0.0017 0.3039
200 0.0038 -0.0244 0.0009 0.2992 0.0098 -0.0063 0.0015 0.3021
20 0.0817 -0.0201 0.0503 0.3182 0.0825 -0.0178 0.0484 0.3168
50  0.0309 -0.0210 0.0157 0.2987 0.0319 -0.0202 0.0158 0.2992
80 0.0188 -0.0157 0.0093 0.2781 0.0195 -0.0161 0.0095 0.2788
1.0 110 0.0133 -0.0146 0.0066 0.2587 0.0139 -0.0134 0.0068 0.2602
140 0.0103 -0.0139 0.0052 0.2417 0.0107 -0.0142 0.0054 0.2428
170 0.0082 -0.0131 0.0042 0.2256 0.0086 -0.0128 0.0044 0.2263
200 0.0069 -0.0104 0.0036 0.2106 0.0072 -0.0101 0.0038 0.2117
20 0.0830 -0.0431 0.2107 0.2194 0.0458 -0.0433 0.2228 0.2220
50 0.0726 -0.0214 0.1278 0.1261 0.0585 -0.0248 0.1410 0.1282
80 0.0543 -0.0122 0.0863 0.0831 0.0482 -0.0144 0.0986 0.0846
3.0 110 0.0403 -0.0085 0.0624 0.0608 0.0372 -0.0100 0.0726 0.0619
140 0.0321 -0.0070 0.0487 0.0479 0.0301 -0.0082 0.0570 0.0487
170  0.0267 -0.0051 0.0397 0.0392 0.0252 -0.0060 0.0468 0.0399
200 0.0223 -0.0042 0.0334 0.0333 0.0210 -0.0050 0.0394 0.0339
20 0.0187 -0.0497 0.2859 0.1139 -0.0028 -0.0524 0.2991 0.1219
50 0.0368 -0.0228 0.2284 0.0487 0.0147 -0.0242 0.2507 0.0517
80 0.0464 -0.0133 0.1854 0.0307 0.0309 -0.0148 0.2131 0.0323
5.0 110 0.0444 -0.0092 0.1524 0.0225 0.0341 -0.0106 0.1812 0.0235
140 0.0422 -0.0064 0.1275 0.0177 0.0365 -0.0079 0.1564 0.0184
170  0.0380 -0.0047 0.1083 0.0146 0.0348 -0.0060 0.1360 0.0152
200 0.0342 -0.0037 0.0933 0.0124 0.0331 -0.0046 0.1189 0.0129
20 -0.0084 -0.0370 0.3083 0.0363 -0.0073 -0.0333 0.3097 0.0384
50 0.0000 -0.0127 0.3091 0.0140 -0.0134 -0.0143 0.3108 0.0159
80 -0.0029 -0.0082 0.2933 0.0088 0.0034 -0.0088 0.3118 0.0098
10.0 110 0.0072 -0.0058 0.2804 0.0064 -0.0010 -0.0060 0.2966 0.0072
140 0.0145 -0.0048 0.2677 0.0050 0.0059 -0.0050 0.2876 0.0056
170 0.0171 -0.0040 0.2549 0.0042 0.0080 -0.0040 0.2774 0.0047
200 0.0200 -0.0036 0.2417 0.0036 0.0107 -0.0035 0.2699 0.0040
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2.6 Aplicacoes

Nesta secao, utilizando dados da literatura, verificamos a primazia da distribuicao
HNGD em relacao as tradicionais distribuigbes Poisson, Binomial negativa (Bin. Neg.) e
Weibull discreta (DWeibull) como distribui¢oes candidatas & anélise de dados de conta-
gem. Sao considerados trés conjuntos de dados e os parametros das distribuicoes candida-
tas estimados pelo método de maxima verossimilhanca. Para comparar os desempenhos
das vérias distribuicdes, além do teste x* de aderéncia, também ¢ utilizado o AIC (Akaike
Information Criterion) e o BIC (Bayesian Information Criterion), dados, respectivamente,
por: AIC' = —2log(L) +2m e BIC = —2log(L) + mlog(n), em que m é o nimero de
parametros, log(L) é o valor da funcao log-verossimilhanga maximizada e n é o tamanho
da amostra.

O primeiro conjunto de dados foi obtido de Oliveira (2017) e se refere ao nimero de
gols por partida considerando os jogos “em casa” e os jogos “fora de casa” na temporada
2013—2014 da Premier League. As Tabelas 2.4 e 2.5 mostram a distribui¢ao do nimero de
gols observado em comparacao com o numero de gols esperados segundo as distribuigoes
Half-Normal generalizada discreta, Weibull Discreta, Poisson e Binomial Negativa. A
média e a variancia do nimero de gols sdo, respectivamente, 1.56 gols e 1.77 gols® para
os jogos “em casa” e 1.19 gols e 1.42 gols? para os jogos “fora de casa’.

Note que os valores esperados segundo a distribuicao HNGD sao bastante préximos
dos valores observados. Além disso, de acordo com os valores de AIC e BIC a distribuicao

HNGD fornece o melhor ajuste.

Tabela 2.4: Distribuicao do niimero de gols “em casa” observados e esperados por partida
na Premier League.

Frequéncia Esperada

g;”giﬁ‘; gﬁgﬁ;ﬁ: HNGD DWeibull Bin. Neg. Poisson
0 95 95.1 90.2 90.0 80.4
1 113 110.6 1224 121.7 125.3
2 85 89.1 88.8 90.3 97.6
3 49 53.8 48.6 48.7 50.7
4 28 923.8 21.8 921.3 19.9
5 10 7.6 8.2 8.0 6.1
Total 380 380 380 380 380
% 1.4 3.3 3.6 9.4
valor-p 0.705  0.352 0.305 0.051
AIC 1221.6  1226.1 1226.8 12282

BIC 1229.5 1234.0 1234.7 1232.2
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Tabela 2.5: Distribuicao do niimero de gols “fora de casa” observados e esperados por
partida na Premier League.

Frequéncia Esperada

ggré‘zg grsge“revg‘g: HNGD DWeibull Bin. Neg. Poisson
0 137 133.7 131.0 130.7 115.5
1 114 117.3 126.4 126.6 137.7
2 66 75.6 72.3 73.2 82.1
3 49 36.6 33.3 32.7 32.6
4 10 13.3 12.6 12.5 9.7
5 4 3.5 4.4 4.3 2.4
Total 380 380 380 380 380
% 6.3 11.3 11.6 19.6
valor-p 0.052 0.003 0.003 <0.01
AIC 1106.8  1112.4 1112.8  1117.7
BIC 1114.7  1120.2 1120.6  1121.7

O segundo exemplo utiliza os dados retirados de Almalki e Nadarajah (2014) que foram
coletados pelo Ministério da Saiude Hospitalar na Arabia Saudita. Os mesmos indicam
o tempo de vida em dias de 43 pacientes que foram diagnosticados com Leucemia, ver
Tabela 2.6. A média e variancia sao dadas, respectivamente, por 1191.63 e 256679. Na

Tabela 2.7 sao apresentados os valores provenientes dos ajustes das distribuicoes HNGD,

WD, Binomial negativa e Poisson.

Tabela 2.6: Tempo de vida em dias de 43 pacientes que foram diagnosticados com Leuce-
mia.

115 181 255 418 441 461 516 739 743 789 807

1603 1605 1696 1735 1799 1815 1852 1899 1925 1965

Tabela 2.7: Estimativas de maxima verossimilhanca (erros padrao), valor da estatistica
do teste qui-quadrado de aderéncia e os valores de AIC e BIC.

Distribuigoes o 0 x> valor-p AIC BIC
HNGD (1) (s 325 0601 65799 ool
DWelbull () (spap) D20 O35 00283 00636
Bin Net. (o) (gsg) SO0 0153 OTLOS 67519
Poisson 1191.63 Inf. <0.001 11069.55 11071.31

(5.26)
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Da Tabela 2.7 é notorio perceber a utilidade da distribuicao HNGD proposta neste
trabalho. Os valores de AIC e BIC sao os menores entre as distribui¢oes concorrentes. O

mesmo € verdade para o valor da estatistica do teste qui-quadrado de aderéncia.

2.7 Conclusao

Neste artigo foi apresentada a distribuicao HNGD formulada a partir do método base-
ado na fungao de sobrevivéncia o qual foi proposto por Nakagawa e Osaki (1975). Algu-
mas caracteristicas e propriedades matematicas da distribuicao proposta foram estudadas.
Verificamos também que distribuicago HNGD pode ser utilizada na anélise de dados com
subdispersao e superdispersao. Um estudo de simulacao Monte Carlo mostrou que os
parametros sao eficientemente estimados pelo método da maxima verossimilhanga e pelo
método dos momentos. Em duas aplicagoes a discriminacao entre as distribuicoes Wei-
bull discreta, Binomial negativa e Poisson foi realizada utilizando os critérios AIC e BIC.
A qualidade do ajuste foi avaliada pela estatistica do teste qui-quadrado de aderéncia.
Os resultados obtidos mostraram que a distribuicao HNGD foi superior as distribuigoes
supracitadas o que evidencia sua utilizacao na andlise de dados de contagem e de sobre-

vivéncia.



CAPITULO 3

A DISTRIBUICAO HALF-NORMAL
TRANSMUTADA

Resumo

A distribuicao Half-Normal, a qual pode ser obtida pela transformacao de uma varidavel
aleatoria Normal padrao, vem sendo intensivamente estendida nos tultimos anos. Uma
revisao na literatura mostrou pelo menos 10 extensoes introduzidas entre 2008 e 2017.
Estas extensoes ampliam o comportamento da funcao de densidade e de risco, restrito
ao comportamento monotono decrescente e monotono crescente, respectivamente. Neste
artigo propomos uma nova extensao e a denominamos de distribuicao Half-Normal trans-
mutada, uma vez que a mesma ¢é desenvolvida usando os mapas de transmutacao de
classificagao quadratica, introduzidos por Shaw e Buckley (2009). Uma descrigdo abran-
gente das propriedades mateméaticas da nova distribuicao é apresentada. As expressoes
analiticas explicitas da esperanca, variancia, assimetria, curtose, funcao geradora de mo-
mentos, entropia de Shannon, desvios médios, curvas de Bonferroni e Lorenz, estatistica
de ordem e confiabilidade sao deduzidas e apresentadas. Os parametros da distribuicao
proposta sao estimados usando o método da maxima verossimilhanga. O viés e a acura-
cia dos estimadores sao estimados via simulacao Monte Carlo. Dois exemplos utilizando
dados reais de precipitagao sao usados para mostrar que a distribuicao proposta ¢é ttil e
pode ser uma boa alternativa a varias extensoes da distribuicao Half-Normal recentemente

propostas na literatura.

Palavras-chave: Distribuicao Half-Normal, Momentos, Estimagao Paramétrica, Trans-

mutagao.
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Abstract

The Half-Normal distribution has been intensively extended in the recent years. A review
in the literature showed that at least 10 extensions were introduced between 2008 and 2016.
These generalizations extended the behavior of the density and hazard functions, which are
restricted to monotonous decreasing and monotonically increasing, respectively. In this
paper we propose a new extension called the transmuted Half-Normal distribution since it
is obtained using the quadratic rank transmutation map, introduced by Shaw e Buckley
(2009). A comprehensive account of mathematical properties of the new distribution is
presented. We provide explicit expressions for the moments, moment-generating function,
Shannon’s entropy, mean deviations, Bonferroni and Lorenz curves, order statistics, and
reliability. The estimation of the parameters is approached by the maximum likelihood
method. The bias and accuracy of the estimators are investigated by the Monte Carlo
simulations. Two real data sets show that the proposed distribution is useful and may be

a good alternative to several extensions of the Half-Normal distribution.

Keywords: Half-Normal Distribution, Moments, Parametric Estimation, Transmutation.

3.1 Introducao

Subjacente a todo procedimento paramétrico de inferéncia existe uma distribuicao de
probabilidade usada para descrever o comportamento de uma variavel aleatoria na popu-
lacao. Nos ultimos anos, um incontavel nimero de distribuicoes de probabilidade, em sua
maioria com suporte nos numeros reais positivos, foram propostas na literatura. Muitas es-
tratégias podem ser usadas para a geracao/extensao de uma distribui¢do de probabilidade.
A maior parte destas estratégias adiciona um ou mais parametros a alguma distribuicao
base (Normal, Gumbel, Exponencial, Weibull, Gama, Log-Normal, entre tantas outras).
Em geral, introduzir um ou mais parametros tras maior flexibilidade no comportamento
das funcoes de densidade e de risco das distribui¢oes tomadas como base.

Um recente levantamento dos principais métodos utilizados para estender uma dis-
tribuicao base estao disponiveis, por exemplo, em Nadarajah e Rocha (2016), Tahir e
Nadarajah (2015), Brito, Régo e Oliveira (2015), Aljarrah, Lee e Famoye (2014), Lee,
Famoye e Alzaatreh (2013), Lai (2011) e Gupta e Kundu (2009).

E importante enfatizar que a transformacao de uma varidvel aleatéria Z em outra X,
da forma X = g(Z), é a forma mais simples de se gerar ou estender uma distribui¢ao de
probabilidade base. Um exemplo de uma distribui¢ao obtida por transformacao ¢é a distri-
bui¢ao Half-Normal uniparamétrica (HN), resultante da transformagao X = 0|Z|, em que
Z tem distribuicao Normal padrao e § > 0 é um parametro de escala. Nos ultimos anos
varias extensoes da distribuicao Half-Normal uniparamétrica foram propostas. Entre estas
extensoes cita-se: a distribuicao Half-Normal geral (PEWSEY,, 2002, 2004), a distribuigao
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Half-Normal generalizada (COORAY; ANANDA, 2008), a distribuicdo Beta (log-Beta)
Half-Normal generalizada (PESCIM et al., 2010; CORDEIRO et al., 2013; PESCIM et
al., 2013), a distribuigao Kumaraswamy Half-Normal generalizada (CORDEIRO; PES-
CIM; ORTEGA, 2012), a distribui¢ao Beta Half-Normal generalizada geométrica (RAMI-
RES et al., 2013), a extensao da distribuigao Half-Normal generalizada (OLMOS et al.,
2014), a distribuicao Half-Normal poténcia (GOMEZ; BOLFARINE, 2015), a distribui-
¢ao Half-Normal generalizada estendida (SANCHEZ; FREITAS; CORDEIRO, 2016) e a
distribui¢ao Odd Log-Logistica Half-Normal generalizada (CORDEIRO et al., 2017).
Este artigo introduz a distribuicao Half-Normal transmutada (HNT), oriunda da dis-
tribuicao HN uniparamétrica. A extensao de uma distribuicao base via transmutagao foi
proposta por Shaw e Buckley (2009) tomando como base a distribui¢io Weibull. Em
Tahir e Cordeiro (2016) sdo enumeradas 51 distribuigdes estendidas por transmutagao. E
importante ressaltar que a distribuicao HN uniparamétrica nao faz parte da relacao das
distribuicoes tomadas como base. Na Secao 3.2 apresentamos a distribuicao HN usada
como distribuigao base a ser estendida. A sua versao transmutada é apresentada na Sec¢ao
3.3. Na Segao 3.4 sao deduzidas as expressoes de varias medidas tteis na andalise de dados
de sobrevivéncia, como por exemplo, a funcao de sobrevivéncia, a funcao de risco e a vida
média residual. As expressoes analiticas dos momentos de ordem k, entropia de Shannon,
desvios médios, curvas de Bonferroni e Lorenz, estatistica de ordem e confiabilidade sao
deduzidas na Secao 3.5. O método da maxima verossimilhanga, usado para estimar os
parametros, é apresentado na Secao 3.6 enquanto que na Secao 3.7 estimamos, via simula-
¢oes Monte Carlo, o viés e a acuracia dos estimadores de maxima verossimilhanca. Duas
aplicagoes considerando a distribuicao proposta e todas as suas extensoes sao apresentadas

na Secao 3.8. Na Secao 3.9 finalizamos o artigo com algumas conclusoes.

3.2 A Distribuicao Half-Normal

Se uma variavel aleatoria nao negativa X tem distribuicao HN com parametro de
escala @ > 0, entdo a fungao densidade de probabilidade (fdp) e a fungao distribuigao

acumulada (fda) sao escritas, respectivamente, como:

g($|9):§¢(%>eG(x|9):2<I><g)—1 (3.1)

em que ¢(-) e ®(-) denotam, respectivamente, a fdp e fda de distribui¢ao de uma varidvel

aleatoria com distribuicao Normal padrao. A correspondente funcao de risco é escrita

val0=go(5)2(-5)

que é monotonicamente crescente para todo 6. Vale lembrar que a fdp é monotonicamente

COImo:

decrescente para todo 6.
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Formalmente, se uma variavel aleatéria Z é normalmente distribuida com média igual
a zero e variancia igual a um, entao a distribuicao HN é a distribuicao de X = 0 |Z|. Para
Z normalmente distribuida com média igual a u e variancia igual a um, a transformagao
X = 60|Z] leva a distribui¢ao folded-Normal (LEONE; NELSON; NOTTINGHAM, 1961,
TSAGRIS; BENEKI; HASSANI, 2014). A distribuicao folded-Normal é um caso especial
da distribuicao Normal sempre que o sinal da variavel medida for desconhecido, perdido
ou nao relevante. Em outras palavras, ela é utilizada quando se esta interessado no tama-
nho da varidvel medida e nao na diregdo ou no sinal (CHOU; LIU, 1998). E evidente que
a distribuicao HN é um caso particular da distribuicao folded-Normal quando p = 0, que
também coincide com a distribui¢ao Normal truncada em zero (NADARAJAH; KOTZ,
2006b). Além disso, as expressoes em (3.1) podem ser obtidas como caso particular da
distribuicao Rayleigh generalizada (VODA, 1976a, 1976b), da distribuigdo Gama genera-
lizada (STACY, 1962) e da raiz quadrada de uma variavel aleatéria Qui-Quadrado com
um grau de liberdade (JOHNSON; KOTZ; BALAKRISHNAN;, 1994).

1 k+1
Para X ~ HN(f) o k-ésimo momento de X é E (X*) = 72591‘31" (%) Assim,
T

2
para k = 1 temos FE (X) = \/jQ e para k = 2, E (XQ) = 6%. O terceiro e quarto
T
momentos padronizados (assimetria e curtose, respectivamente) nao dependem de 6 e sdo
escritos como:
V2 3wt — 4w — 12

VB = % =0.9952 ¢ fh=""—— 5 = 38691
_

Njw

A funcao quantil pode ser escrita na forma:
_ _ +1
Q10 =G (o) =00 (211) (32)

em que 0 <p<1e®'()¢éa funcdo quantil de uma varidvel aleatéria Normal padrao.
Note que a partir de (3.2) podemos gerar valores pseudo-aleatérios de X. Uma estratégia
alternativa pode ser encontrada em Singh (1994) como consequéncia da aplicacdo da
transformagao Box-Muller (SINGH, 1995).

3.3 A Distribuicao Half-Normal Transmutada

Motivados pela necessidade de distribui¢oes com densidade e risco mais versateis, Shaw
e Buckley (2009) propuseram uma estratégia que se tém mostrado 1til pra se estender
uma distribuicao base. A distribuicao obtida por este processo recebe o nome da distri-
buicao base mais o termo “transmutada’, por exemplo distribuicao Weibull transmutada.
Nesta secao, a partir do procedimento de transmutagao, introduziremos a distribuicao HN
transmutada (HNT).
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Utilizando a estratégia proposta por Shaw e Buckley (2009), uma varidvel aleatéria X

¢é dita ter uma distribuicao transmutada se sua fda é escrita na forma:
F(z]0,)) =1+NG(z|0)—X[G=]0), |1
Consequentemente a fdp é dada por:
f@]0,2) =gz | 0)[(1+A) = 2AG(x | )]

em que G(x | 0) e g(x | 9), sdo respectivamente, a fda e fdp da distribuicao base, indexadas
por um vetor de parametros . Para A = 0, temos a distribuicao da variavel aleatéria
base como caso particular.

Portanto, uma variavel aleatoria nao negativa X tem distribuicao HN'T, com parametro

de escala 8 > 0 e forma —1 < X < 1, se suas respectivas fdp e fda sao escritas como:

fla]0,)) = §¢ (%) [1 +A—2) (2@ <§) - 1)] (3.3)

F(z|6,)) = (1+) (2@ (%) - 1) )\ (2@ (g) - 1)2. (3.4)

A Figura 3.1 ilustra como o parametro A influencia o comportamento de (3.3). Uma

vez que 0 é parametro de escala, o mesmo esta fixado em 6 = 1.

o o
X 4 A= 0.0 © 4 A= 1.0
o i
A= 0.8
3 =2
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T o b o
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Figura 3.1: Comportamento da funcao densidade de probabilidade da distribuicao HNT.
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3.4 Funcoes Uteis na Andlise de Dados de Sobrevi-
véncia

Nesta secao sao apresentadas algumas fungoes intrinsecas a uma variavel aleatéria com
distribuigao HNT — funcao de sobrevivéncia S(z | 6, A), fungao de risco h(z | 0, ) e a
vida média residual m(x | 6, \). Estas fungoes sdo tteis na descri¢ao, por exemplo, do
tempo até a ocorréncia de algum evento.

A fungao de sobrevivéncia S(z | 6, A) descreve a probabilidade, por exemplo, de um

item ou individuo sobreviver ao tempo x. Para a distribuicao HN'T temos:

S [0,0) =1— (1+A) (2@(%) —1) A (2@(%) —1)2. (3.5)

A funcao de risco descreve a probabilidade instantanea de ocorréncia do evento “so-

brevivéncia” até um tempo arbitrario. Matematicamente, temos h(z | 0, \) = %
e, consequentemente: 7
Zp(L)[14+A =21 (20 (%) -1
h(m|8,/\): 9¢(0) [ + ( (0) )} . (3.6)
1= (1+XN)(22(2)-1)+x (22 (%) -1)

A Figura 3.2 ilustra como o parametro A influencia o comportamento de (3.6). Uma

vez que 0 é parametro de escala, o mesmo esta fixado em 6 = 1.
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Figura 3.2: Comportamento da fungao de risco da distribuigcao HN'T.
Outra funcao util na andalise de dados de sobrevivéncia é a vida média residual. A vida

média residual descreve, para individuos com idade ¢, o tempo médio restante de vida e

corresponde a razao entre a drea sob a curva de sobrevivéncia a direita de t e S(x | 6, \).
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Matematicamente, a partir de (3.5), temos:
1 [o¢]
t|ON=E(X—-t|X>t)= —— 0, \)dx. :
m(t]0.3) =E(X =] X >1) = zoros [ (] 0.0)ds (3.7

Teorema 3.4.1. A Vida média residual da distribuicao HNT € dada por:

—1

V2
@(7) .

em que y(t) =2 (%) - 1.

— 102 +M¢%ﬁMWﬂ—D}

Demonstracao. De fato, substituindo a equagao (3.5) em (3.7), obtemos

m(t|0,>\):m/tool—(l+>\) [2@(%)—1} +A [2@(%)—1}2@;.

Resolvendo a integral, obtemos:
-1
-T2 3 -2 t\/§
t]0,\) = ———1220Ne20% |20 -1 =20\ |20 | — | — 1
(64 S<t|e,A>{ { () ] [ (0)

onie o () o e el (3) -]

_|_

| <+

0
YN {2@ (g) - 1] — MNV2e3? — 9v/2e57 + 2)\6}.

A partir de manipulacoes algébricas chegamos a seguinte expressao:

s () e () (0))-1)

t
5) — 1 =~(t), obtemos o resultado. O

m(t | 6,\) :L;){z%we%; [2@ (3> - 1} (A 1) 0V2e — 2T {cp <§> - 1} +

Substituindo 2® (
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3.5 Propriedades da Distribuicao HNT

3.5.1 Momento de Ordem k

Os momentos sao medidas capazes de caracterizar uma distribuicao de probabilidade,
sendo os quatro primeiros momentos indicativos de tendéncia central, dispersao, assime-
tria e curtose, nessa ordem. Diferentemente de muitas extensoes da distribuicao HN, o

momento de ordem k da distribuicao HNT pode ser obtido analiticamente.

Teorema 3.5.1. Se X seque a distribuicio HN'T, temos que o momento de ordem k pode

ser escrito da sequinte forma:

k
0F22

k+1 1 k 3 k
E(X*) = Nal | —— ) -2 H ——4+1:= 1| (=
(X™) 7T3/2{(/\—1- ) < 2) Nk /T 960{2,24— 5 } (2)}

em que Hgeo € a distribui¢ao Hipergeométrica (FELLER, 1968).

Demonstracao. A partir da definicao de momento de ordem k de uma variavel aleatéria

continua, temos:

B(X*) = /OO o %qb <§) [1 +A—2) <2c1> (g) - 1)} dz
0
=(1+2X) /Ooogxkqb(%) dx — 2\ /000§xk¢<%> (2@ (%) —1) dx
que pode ser escrito como:

k
0k22

=y {(A+ 1)n D (%) — 2\ k+/m Hgeo [l,ﬁ + 1;§-_1] T (E) } (3.8)

E(X") = :
29 2 2

O

A partir de (3.8), temos:

E(X) = % [(1 +AV2Z — QA} , (3.9)
Var(X) = 3—; [(7? —2)+(AV2 —6) (A — A2)] .

As expressoes do coeficiente de variacao, assimetria e curtose sao obtidas a partir das

seguintes relacoes:

CVar(X) [(r—2)+ (4vZ —6) (A=)
CV(X) E(X) V2 (A—1) =2 ’
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E(X — E(X))?
Var(X)3/2

= [V2@ —m+A (V208 —m) + 7 —24) + ? (42v2 - 60)
+ X (28V2-40) | x [(r—2) + (4v2 —6) (A—V)}_m

Sk(X) =

E(X - E(X))*
Var(X)?

—[(Br—ar—12) 42 (47 (3v2-4) —48V2 - 72)
42 (47r(3\/§—5> +192\/§—264> 43 (288\/5—408)

+ X (1442 = 204) | x [(7 = 2) + (4v2 —6) (A_AQ)}_Q

Cur(X) =

3.5.2 Funcao Geradora de Momentos

Teorema 3.5.2. Se X tem distribuicao HNT, entdo a func¢ao geradora de momentos de
X, Mx(t), € dada por:

=t 1 n 3 n g 2n/2+1
M (t) = =2\ 3" — Heo {§,§+1;§;—1} r(§+1> ——+
n=0
>t (n4+1\ 6r2n/?
14\ r .
i+ );n' ( 2 ) NZ3

Demonstracao. Seja X uma variavel aleatéria com distribuicao HNT, entao a funcao

geradora de momentos de X é dada por:

My (t) = /OOO &t ggb (%) [1+2-2x (20 (%) 1) da. (3.10)

A partir da expansdo em série de Taylor da funcao e'”, temos que (3.10) pode ser

escrita na forma:
M,(t) = (1+)) Z / ) x d:c+
W[ <§> (o(3) 1)
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Resolvendo as integrais, obtemos:

=y 1 n 3 n gn 2n/2+1
M(t) = =2 )" — Hgeo [§,§+1;§;—1}F(§+1> ——+
n=0

oo

n n n on/2
+(1+>\)Z%F( ;1) 9\; . (3.11)

n=0

3.5.3 Entropia Diferencial

Vamos introduzir agora o conceito de entropia diferencial, que é a entropia de uma
variavel aleatoria continua. Essa medida mede a variagao da incerteza e um grande valor
de entropia indica uma maior incerteza nos dados. Uma das medidas mais populares é a
entropia de Shannon (SHANNON, 1951).

O conceito de entropia de Shannon se refere a incerteza de uma distribuigao de proba-
bilidade. Um fato importante é que essa entropia nao é uma funcao da variavel aleatéria

X, mas sim da distribuicao de probabilidade dessa variavel.

Definicao 3.5.1. A entropia de Shannon s, de uma varidvel aleatoria continua X com

uma funcao densidade de probabilidade f(x) é definida como

Hsn(X) = / £(2) log f(2)d,

em que S € o conjunto suporte da varidvel aleatoria.

Teorema 3.5.3. A entropia de Shannon para uma varidvel aleatoria continua X com
distribuicao HNT € dada por:

Hsn(X) = —log <§> +

7 (1 — log2m) — 2/\+
27
+ 2207 {1 —log [(1+A) (1 =N} = A (A +1) log (%) :

Demonstracao. De fato, segue diretamente de (3.3) e da definigao anterior que

)= =[G (5) [ (o (5) - 1)
<og{ 50 (5) [Lea-2 (20 (5) - 1)] } o
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Utilizando as propriedades distributivas da funcao logaritmica, temos:

= [ 2 () r- or () )]
X {log (%) +log (¢ (%)) +1log [1 FA—2) (2@ (g) . 1)]} dz
1] O ERSETER) B
wiex (6 (5)) {30 () 102 -2 (2 (5) -1)]}+
rlow (124 (20 () ~1)) {Go (5) [ -2 (20 (5) - 1)] -

Como as func¢oes em questao sao todas integraveis, temos pelas propriedades de inte-

gracao que

Aa0) == [Troe (3) {50 (5) [Ler-2a (20 (5) - 1)] faos
[l ) ) b e ()] e
—/Ooolog (1+r-2r(20(5) - 1)) {§¢ (5) [1+r—27(20(3) —1)]} dz.

Resolvendo as integrais, segue que a entropia de Shannon para a distribuicao HNT é

dada por:
L 2 (1 —log2m) — 2A
%h(X) = log <9> + o +
9 9 1+ A

3.5.4 Desvios Médios

A quantidade de dispersao em uma populacao pode ser medida pelos desvios em torno

da média e da mediana, definidas por:

51:/Ooo|x—u]f(a:)d:c ¢ 52:/Ooo\x—M|f(a:)dx,

respectivamente, em que p denota a média e M denota a mediana.

Para calcular essas medidas, podemos usar as seguintes relacoes apresentadas em Na-
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darajah e Kotz (2006a):
I M
51:2uF(,u)—2/ z f(x)de e 52:u+2MF(M)—M—2/ x f(z) dz,
0 0

como a fdp da distribuicao HNT, temos:

em que F(u) e F(M) podem ser calculadas segundo a equacao (3.4). Tomando a f(x)
g 2
/ $f(:t|€,/\)dx:i{\/§(l+/\)+2/\ 2P (M) 1 }+
0 \/7_1' 0

0 {e () fea-ne () 0]},

M
De maneira analoga obtemos / x f(z|0,)\) de.
0

3.5.5 Curvas de Bonferroni e Lorenz

As curvas de Bonferroni e Lorenz, propostas por Bonferroni (1930), sao aplicagoes dos
desvios médios. Podemos ver seu uso em areas como confiabilidade, demografia, economia,
medicina e seguro. Além disso, s@o consideradas por economistas como uma medida de
desigualdade social, pois relacionam as porcentagens acumuladas de renda e populacao.

Formalmente, as curvas de Bonferroni e Lorenz sao definidas como:

Definicao 3.5.2. Suponha que X seja uma varidvel aleatoria nao negativa com fun¢ao
densidade de probabilidade f(z) e funcdo de distribui¢ao acumulada F(x). As curvas de

Bonferroni e Lorenz denotadas por B(p) e L(p), respectivamente, sao definidas como:

Bo) = [(af@de e L) =, [T s,

pu o u
em que p=E(X), ¢=F'(p) epe[0,1],
Em particular, para a distribuicao HN'T temos:

Teorema 3.5.4. Seja X uma varidvel aleatoria continua nao negativa que seque a dis-

tribuicao HNT. As curvas de Bonferroni e Lorenz sdo dadas por:
Dlter-2a(20(3)-1)]
(5) [+ 0 *

}.

—6?) 2
B(p) = W{gd)

—# [\/5(1+A)+2A (2@ (#) —1>
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=S (G () o2 o () )+
(o))}
0= [ 750 () o2 (9 )
o[ 2 e () ) e ()

_2¢<z>_ﬂ<2¢<ﬂ>_1>+m+ﬁ

0 0T
A GIOIGEEEYCIORDIE

_# [\/5(1+)\)+2)\ <2<I> (¥> —1> }

De forma analoga obtemos a curva de Lorenz.

3.5.6 Estatistica de Ordem

As estatisticas de ordem, assim como os momentos amostrais, desempenham um im-
portante papel na inferéncia estatistica (DAVID; NAGARAJA, 2003). Momentos de esta-
tisticas de ordem desempenham um papel importante nos testes de controle de qualidade
e confiabilidade, para prever o fracasso de itens futuros com base nos tempos de algumas
falhas iniciais.

Sejam X(),...,X(,) as estatisticas de ordem de uma amostra aleatéria X,..., X,
obtidas de uma populagdo que segue uma distribui¢ao f(x), entao a fungao de distribuigao

de probabilidade da j-ésima estatistica de ordem ¢é dada por:

n! U ey
fj(l’):(j._l)!(n_j)!f(%)[F(x)] [1 - F(x)] (3.12)

para j =1,...,n.

Aplicando as equagoes (3.3) e (3.4) em (3.12) obtemos a densidade da j-ésima estatis-
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tica de ordem da HNT.
pe 0= e (2o () e () )]
Jaen(ee(5)-1)-2(e(5)-1)}
X {1 —(1+)) (2<1> (%) - 1) +A (2c1> (%) - 1)2}n_]

Considerando a substitui¢ao y(z) = 2P (g) — 1 temos:

i 10 ==t |26 (5) A - 22000 =

(
 [(14+ Ny(@) = xy(@)?] ™ 1= (1+ Ny(e) + My (z)?]" .

Reordenando os termos, obtemos a férmula geral para a j-ésima estatistica de ordem
da distribuicao HNT:

n! 2 i1
0.0 =i =% (5) 17 A+ A = 2x9() x

X (14 A= M) (@)A1 (y(a) — )" (3.13)

RS

Podemos usar a distribuicao HNT para modelar eventos maximos ou minimos. Por-
tanto, a seguir estao calculadas a primeira e a n-ésima estatistica de ordem. Para a
estatistica de ordem n, devemos substituir j = n na férmula geral (3.13). Portanto, a

n-ésima estatistica de ordem, que representa a distribuicao do méaximo da distribuicao

HNT é dada por:

Fule) =20 (3) ()™ (14 A= 22 (a)) (14 A= Xy ()"

Para a estatistica de ordem 1, substituimos na férmula geral j = 1. O resultado gera

a distribuicao do minimo da distribuicao HN'T dada por:

file) =20 (5) (4 A= 209(@) GEA - 1" (3(w) — 1"

3.5.7 Confiabilidade

A estimacao da confiabilidade é de grande interesse na engenharia, sendo utilizada
em modelos de estresse-forca ou como medida de performance em sistemas elétricos e
eletronicos. Entretanto, também pode ser aplicada em outras areas, pois permite uma
medida geral das diferencas entre duas populagdes (ASGHARZADEH; VALIOLLAHI,
RAQAB, 2011).
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Teorema 3.5.5. Seja R = P(Xy < X3), em que Xy e X5 sdo varidveis aleatorias inde-

pendentes com distribuicao HNT e parametros de escala e transmutagao (01, A1) € (02, A2),

respectivamente, entao:

R=P(Xy;< X)) = /OO filz | 0, \)Fo(x | 0, \)dx
0

0o 1)j+1 (ﬁ>2j+l §2i+2 9—5+i I'(j+1)

4 202

=(14+X)(1+X)— ; : +

( ) ? Qlﬂjzl (27 —1)(7—1)!

) 2j+20+2 ) .
g S G e,
Ut o 4 (2j—1) (- DI - 1) (- 1)!
, 2k+1 2j+1
16 2> (_1)k+j+2 % % g2k+21+3 2k+lF(k‘+l—|—%)
ISWIESRELR ol S N
Oy T 2k—-1) (k=11 2j—-1) (G — 1)

. 2k-+1 2j+21+2
(—1)kHi+3 (V2 v2\~ O2k+20+2j+4 9 L +k+i+j
20, 20,

k-1 (k-2 -G -D@—1)i-1)!

X T(k+1+j+2)

Demonstragao. Utilizando a fdp e a fda definidas em (3.3) e (3.4) temos:

R OIS IO
e (o0 () <1) - o () 1) |

Substituindo 2® (g) — 1 por — Z 2k = 12;<k UM temos que

aen (20(2) 1) - {7 @)

Aplicando a distributiva, usando as propriedades de integracao e isolando os termos



Capitulo 3. A Distribui¢cdo Half-Normal Transmutada 47

que nao dependem de x, obtemos:

() e (2) e e

4
R= () 0 A gz ) 2i—1)( 1) *
g X J+l+2 <\§>2j+2l+2 4 (; ) 22242 g
202 1
—(14+ X)) Ag— +
(14 2917;; 2 —1) (G-I —=1)@1—1)
ki 2k+1 25+1 0o . .
. " ii (—1)kH+2 (%) <% It (E) x2k;+2]+2dx+
. Y lm g k-1 (k-2 —1) G -1
4 2k+1 2j+20+2
s 39 & ii (—1)FFit3 (%) <%> It <01> p2k+2j 42043 1
B =t Qk—D k-2 - (G-DIR-1) -1

Resolvendo as integrais, concluimos que:

. 241
< () (3R) TG )

4
R=(14+X)14+X)— - . +
(14 4) ? elw; (25 —1)(j —1)!
. 2j+2042 ,
N co 0o (_1)J+l+2 (%) J 82]+2l+3 2]+lr(j + 1+ %)

—(T+X)A . . : +

EWrg 2 Y g m@ D1

16 & (_1)k+j+2 (ﬁ>2k+l <ﬁ>2j+1 §2k+20+3 ok +H D (f 4 [ 4 3)
20 20 2
M (L de) =5 > Y 1 SNICTEEE +
b2 2k—1) (k=11 2j—-1) (G — 1)
o o o _1)k+J+l+3 <50f>2k+1 (%)”HHZ 2k+2142j+4 9 5 +k-+1+]

A A 1 2
g ;Zg k- k-2 -G -1

L(k+1+j+2)

]
Observe que para o caso em que #; = 5, segue imediatamente que
1
Rzg()\2—)\1)+—
3.6 Estimacao Via Maxima Verossimilhanca

Seja X1, Xs, ..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicao HNT com pa-

rametros 6 e A e fungao de probabilidade dada por (3.3). A fungao de log-verossimilhanga
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pode ser escrita na forma:

(9A]az)-nlog<> Zlog( ( )) Zlog( 4)\<I><9>+3)\+ ) (3.14)

Diferenciando (3.14) com respeito a 6 e A, obtemos as seguintes equagoes:

(00 (0, )| x) _Z”: —4® (%) +3
ON 4D (B)+3A+1

e

oL(0, )| ) L &~¢ (%) 4 ¢ (%)
\ - 2;¢(%) «922—4/\@(%) 3N+1

i d i
et ()= o (%),
Os estimadores de méxima verossimilhanga (EMV) de 6 e A sdo as solugoes das equa-

ZONEIRONE

¢oes nao-lineares = (. Observa-se que para obter as estima-
tivas de maxima verossimilhanca é necessario a utilizacgao de métodos numeéricos.
Dado o vetor de parametros desconhecidos © = (6, \), para amostras grandes é co-

nhecido que a distribuicao assintética do EMV © ¢é
(é - @) = N, (0,174(9)).
A inversa da matriz de informacdo de Fisher observada, I~'(0), é dada por:

I1(0) = var(Opary) cov (QEMV, >\EMV>

cov (XEMV, 5EMV> VaI‘(/)\\EMV)

Portanto, a abordagem acima é usada para obter os intervalos de confianga de 100%(1—

7) aproximados dos parametros © = (6, \), como nas seguintes formas

é\EMV:I:zngar (é\MLE> ) XEMviZ%“VELI" (XMLE>

em que, tem-se o zz-¢simo percentil da distribui¢ao Normal padrao.

3.7 Simulacao

Nesta secao sao apresentados os resultados de um estudo de simulagao Monte Carlo
usado para avaliar o viés e o erro quadratico médio das estimativas obtidas pelo método
da maxima verossimilhanca. Foram geradas amostras de tamanho n = 20, 50, ...,170, 200
com A = —0.9,-0.7,—-0.5,—0.3,0,0.3,0.5,0.7,0.9 e 8 = 1.0. Para cada uma das combi-
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nacoes de n,f e A, foram simuladas, pelo método da transformacao inversa, N = 10000
amostras pseudo-aleatorias da distribuicao HNT. As estimativas do viés e do erro qua-

dréatico médio sao apresentadas nas Figuras 3.3 e 3.4.

0.04
|

©
S 441
S

\ -
xl <5} >
B \alg#é:§>a 2 193._0
g | —¢ 2 =8 33 |
=T / 77— =
@ 1 5 _—
= 6 7/7 8 3
S N
< — 5 8 1
o 3 7 8 8 £33 | 2
g? _ / a— (go 7 3\
= 7 g b 8 8
= 8 — 9 \3§
£ 6 / 9g—9 ] 9 5 4\3\3
w o 8 / s | 5 4 Ss=3
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Figura 3.3: Estimativa do vicio e do erro quadréatico médio de 6 (# = 1, 1 : A = —0.9,
2: A=-07,3:A=-054:A2=-03,5:A2=0,6:A2=03,7T:A2=058:A=07e¢e
9:1=0.9).

(2] o™
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3 1 -g
8 | \ T 38 48
=3 2 T 1 23S
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=2 _— 7 P4 4
=3 5/ /6 77— o |5
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16 S | \ ~— 3\
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Figura 3.4: Estimativa do vicio e do erro quadratico médio de A (6 =1, 1 : A = —0.9,
2:A=-07,3:A2=-05,4:2=-03,5:2=0,6:2=03,7:2=058:A2=0Te
9:1=0.9).

Ao analisarmos o viés de é\, podemos notar que para valores de A = —0.9,—0.7,
—0.5,—-0.3,0,0.3,0.5, é\apresentou uma excelente estimativa convergindo para zero mesmo
para amostras pequenas. Embora para A = 0.7 e 0.9 a convergéncia de 0 seja um pouco
mais demorada, com o acréscimo amostral o viés de estimativa é muito baixo, na casa dos
0.08.

J4 o viés de A tem amplitudes maiores que o viés de 5, mostrando que o parametro
de escala 0 exerce influéncia na estimativa do parametro de transmutacao. Ainda assim,

podemos notar que para os valores de A = —0.9, —0.7, —0.5, —0.3,0,0.3, 0.5, \ é estimado
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com precisao. Assim como para o caso anterior, A = 0.7,0.9 tem uma convergéncia mais
lenta, sendo o erro de estimativa préximo a 0.15.

Os erros quadraticos médios de 0 sdo extremamente baixos, sendo os valores positivos
de X\ os que apresentam uma convergéncia mais precisa. Apesar dos parametros positivos
de A nao convergirem diretamente para zero, podemos notar ao observar o grafico que os
erros na estimativa sao inferiores a 0.03. Sendo assim, podemos concluir que os erros nas
estimativas sao praticamente insignificantes.

Por fim, ao observamos o erro quadratico médio do parametro /):, percebemos que 6
exerce influéncia em sua estimacao. De forma analoga a anterior, podemos ver que, para
todos os cenarios apresentados, os erros tendem a zero, sendo os mais afastados préximos
a 0.1.

De modo geral, podemos concluir que os estimadores possuem a propriedade de nao
tendenciosidade, pois o vicio tende a zero conforme n aumenta. Quanto ao erro quadratico
médio, é possivel observar a propriedade de consisténcia, pois quando o valor de n aumenta

os erros tendem a zero.

3.8 Aplicacgoes

Nesta secao aplicamos a distribuicao HN'T a dois conjuntos de dados. Nosso objetivo
¢ avaliar o seu ajuste em relacao a outras distribuigoes ja apresentadas na literatura. Os
dados utilizados foram compilados a partir das séries histéricas de precipitacao diaria
obtidas no portal do Instituto Nacional de Meteorologia (http://www.inmet.gov.br). No
ajuste das distribuicoes, foram consideradas como resposta o total acumulado no més. O
total acumulado mensalmente, trimestralmente, e assim sucessivamente, é muito utilizado
no célculo do indice padronizado de precipitacao (SPI: The Standardized Precipitation
Index).

Para esta aplicacao, consideramos os dados relativos ao meés de fevereiro de cada ano,
de 1974 a4 2016, da cidade de Chapecd no estado de Santa Catarina. E importante ressaltar
que, devido a alguma falha, nao ouve medicao no mes de fevereiro de alguns dos anos no pe-
riodo considerado. Na Tabela 3.1 sao apresentadas as medidas resumo a respeito dos dados
utilizados. Observando o TTT-plot da Figura 3.5, é possivel notar que o risco é crescente,

um indicativo de que a distribuicao HN'T pode ser um modelo apropriado para ajuste.
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Tabela 3.1: Medidas resumo. § N
Niumero de Observacoes 30
Média 206.93 mm o |
Desvio-Padrao 128.55 mm <
Minimo 8.20 mm T
Q25 107.18 mm = &S
Mediana 191.80 mm
Q75 270.45 mm S
Méximo 500.30 mm

< \ \ \ \ \

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
r/n

Figura 3.5: TTT-plot.

Assim, comparamos a distribuicaio HNT com as seguintes extensoes da distribuigao
HN:

e Distribui¢ao Half-Normal (HN) (DANIEL, 1959).

A funcao densidade da distribuicao HN uniparamétrica é dada por:

2 T
9 ) (_) ’
110 =20
em que 6 > 0 é o parametro de escala e ¢(-) é da fdp da Normal padrao.

e Distribuicdo Half-Normal Geral (HNG) (PEWSEY, 2002, 2004).

A funcao densidade da distribuicao HNG de dois parametros é dada por:

felt.) =50 (“57),

em que o = min(z), # > 0 é o parametro de escala e ¢(-) é a fdp da Normal padrao.

e Distribuicao Half-Normal Poténcia (HNP) (GOMEZ; BOLFARINE, 2015).

A funcao densidade da distribuicao HNP de dois parametros é dada por:

it = 200 (2) (1 (2) 1)

em que § > 0 é o parametro de escala, @ > 0 é o parametro de forma, ¢(-) e ®(-)

sao, respectivamente, a fdp e a fda da Normal padrao.

e Distribuicao Half-Normal Generalizada (HNG II) (COORAY; ANANDA, 2008).
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A funcao densidade da distribuicao HNG II de dois parametros é dada por:

setom =5 (5)" o [(3)]

em que # > 0 é o parametro de escala, a > 0 é o parametro de forma e ¢(-) é a fdp

da Normal padrao.

e Distribuicdo Gama Half-Normal (GMHN) (ALZAATREH; KNIGHT, 2013).

A fungao densidade da distribuicago GMHN de trés parametros é dada por:

setnon = e Ll ()} ()]

em que 6 > 0 é um parametro de escala, a > 0 e b > 0 sao parametros adicionais,

o(+) e ®(+) sao, respectivamente, a fdp e a fda na Normal padrao.

e Distribuigao Odd Log-Logistica Half-Normal Generalizada (OLLHNG) (CORDEIRO
et al., 2017).

A funcao densidade da distribuicago OLLHNG de trés parametros é dada por:
a o —i(z 2a 2\ 2\ a—1
ay/(2) () (5)" 20 {22 ((5)") 1] 222 ((5)")]}
{[22((5)") —1]"

em que # > 0 é um parametro de escala, @« > 0 e a > 0 sao parametros de forma,

flz|0,a,a) =

o(+) e ®(+) sao, respectivamente, a fdp e a fda na Normal padrao.

e Distribuicdo Half-Normal Generalizada Transmutada (HNGT).

A fungao densidade da distribuicaco HNGT de trés parametros é dada por:

e =2 (5o (2)1) [ (o (3)7) )

em que 6 > 0 é o parametro de escala, @ > 0 é o parametro de forma, |A\| < 1 ¢
o parametro de transmutagao, ¢(.) e ®(.) sdo, respectivamente, a fdp e a fda da

Normal padrao.

e Distribuigao Beta Half-Normal Generalizada (BHNG) (PESCIM et al., 2010; COR-~
DEIRO et al., 2013; PESCIM et al., 2013).

A funcao densidade da distribuicago BHNG de quatro parametros é dada por:

setoan = e (5o (G B (G)) 1 o GG
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1
em que 6, v, a,b > 0 e B(a, b) denota a func¢ao beta completa definida como / uH(1—
0

w)’t du.

e Distribuicao Half-Normal Generalizada Estendida (HNGE) (SANCHEZ; FREITAS;
CORDEIRO, 2016).

A funcao densidade da distribuicaco HNGE de quatro parametros é dada por:

st =2 (5) ()" o (5 (5) ") -2 (G))]
ay 1ay b—1
{i-[2-22((3))] '}
em que 6 > 0 é o parametro de escala, o, a,b > 0 sdo parametros de forma e ®(-) é

a fda da Normal padrao.

e Distribuicao Kumaraswamy Half-Normal Generalizada (KHNG) (CORDEIRO; PES-
CIM; ORTEGA, 2012).

A funcao densidade da distribuicaco KHNG de quatro parametros é dada por:

senaan =anf2 (5) G) oo (5 G5)) o (G)) -
P (G)) T

em que 6 > 0 é o parametro de escala, o, a,b > 0 sdo parametros de forma e ®(-) é

a fda da Normal padrao.

e Distribui¢ao Beta Half-Normal Generalizada Geométrica (BHNGG) (RAMIRES et
al., 2013).

A funcao densidade da distribuigago BHNGG de cinco parametros é dada por:

firtansn = p QOO oy g,

1= ((5))] [1-» L))

0

em que a,a,b > 0e 0 < p < 1 sao parametros de forma, 6 > 0 é o parametro de

escala e [ <<x>a> (a,b) = B ((gg)a) (a,b)/B(a,b) é a taxa da fungao beta
-1 20 -1

20

0

0

incompleta.

A Tabela 3.2 mostra as estimativas de méaxima verossimilhanca (erros padrao) das
12 distribuicoes ajustadas. Todas as estimativas foram obtidas no SAS/PROC NLMI-
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XED (SAS, 2010), aplicando a técnica de otimiza¢ao de Newton-Raphson. Embora, para

todas as distribuicoes, as matrizes de variancia-covariancia resultantes foram definidas

0
positivamente e max {—E(@ | ) @_@} < 0.000001, observamos erros padrao atipicos

00
para alguns parametros nas distribuicoes GMHN, BGHN, HNGE e KHNG. Nosso pal-

pite é que eles convergem para um minimo local ou, muito provavelmente, que os para-
metros sao fungoes lineares uns dos outros (ou quase colineares) em relagao aos dados
em questao. De fato, a partir das matrizes de correlacdo obtemos corr(a, a) = 0.9594,
Corr(g, a) = —0.9707 e corr(é\,A) = —0.9984 para a distribuicao GMHN, corr(a,A) =
0.7179, corr(@, @) = —0.8255, corr(d,@) = 0.8587 e corr(d, @) = 0.9711 para a distri-
buigao BHNG, Corr(é\,/\) = 0.9817, corr(’d,/\) = 0.9896 e corr(a,a) = 0.9988 para a
distribuicaio HNGE, corr(a,a@) = —0.8899, corr(g,a) = 0.8977, Corr(&,A) = —0.9535,
Corr(a,g) = 0.9568, corr(a,g) =0.9726 e corr(a, a) = —0.9807 para a distribuicao KHNG.
Nao foi possivel estimar o erro padrao de todos os parametros da distribuicao BHNGG
e sua matriz de variancia-covariancia também nao foi completamente preenchida, mas

~

podemos observar que corr(a, p) = 0.7391, corr(a,a) = —0.7480, corr(a,b) = —1.0000 e
corr(b, p) = —1.0000.

Para comparar as distribuicoes, consideramos as estatisticas baseadas na verossimi-
lhanca —2xLog-like, AIC, AICc e BIC e as medidas de bom ajuste KS, AD e CvM. O
melhor modelo é aquele que fornece os valores minimos desses critérios. A Tabela 3.3
mostra tais valores e o indice indica a classificacao obtida para cada distribuicao. Noés
também temos na tdltima coluna uma classificagao total (soma das classificagoes) para
cada distribuicao. Uma vez que ha grandes incertezas nas estimativas das distribuigoes
GMHN, BHNG, HNGE, KHNG e BHNGG, elas nao serao consideradas. Ao observarmos
a tabela, podemos notar que a distribuicao HNT ficou em primeiro lugar, seguida das
distribuicoes HNGT e HNP. Ambas distribuicoes, HNT e HNP, possuem dois parametros.
Ja a distribuigado HNGT possui trés parametros, e justamente o parametro adicional ()
possui o zero em seu respectivo intervalo de confianca. Tendo isso em vista, podemos

inferir que os modelos que obtiveram o melhor ajuste foram entdao HNT (17) e o HNP
(24).
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Tabela 3.2: Estimativas de méxima verossimilhanga (erros padrao).

Distribuicoes 0 Q A a b P
242.4746

A (1303) .
235.5162

e (B0400) .
211.7649 1.4462

e (289251) (03307) . . . .
202.6784 . -0.6767

e (48289 . (03097) . . .
260.1236 1.2904

NG ogaae) oaosy .
201.8721 0.9952 -0.6852

NS o) (0s241) (06as0) .
262.3615 1.2245 ) 1.0701

OMENG T gams0) arory o asz) .
120.00 1.2035 2.4547

OMENC (32400) 0086) .. (25212) .

BHNG 94.6287 1.0069 ) 1.1730 0.2371

o (189.44) (0.4544) . (0.8355) (0.6290) .

HNCE 49.9935 0.9418 . 0.0947 1.0646

o ____(989.30) (04977) . (3.3346) (44612) .
640.00 8.0006 0.1852 3.9998

SN oesos) 0os3) (0.0772) (55428) .

BHNGC 86.8732 1.1999 ) 0.9728 0.0806 0.5568
(<0.001) (<0.001) ) (0.2289) (<0.001) (<0.001)

Tabela 3.3: Valores de -2Log, AIC, AICc, BIC, KS, AD e CvM.

Distribuigdes —2 x Log-Like AlIC AlICc BIC KS AD CvM  Total

HN 373.00167 375.0016° 375.1444% 376.4028% 0.86027 0.7372° 0.1312°7 397

HNGC 371.25448 373.2544%  373.3972' 374.65561 0.7476° 23.98747 0.0954%  28*

HNP 370.5842° 374.5842% 375.0287* 377.3866° 0.3984% 0.1498% 0.0167" 243

HNT 370.4147? 374.4147% 374.85912 377.2170° 0.3802% 0.1500° 0.0192° 17!

HNG II 370.4468* 374.4468% 374.8913% 377.2492% 0.4327° 0.1721° 0.0224° 295

HNGT 370.4144" 376.4144% 377.3375% 380.6180° 0.3777' 0.1488' 0.0189%> 232

OLLHNGC 370.42323 376.42327 377.34637 380.6268"7 0.4035* 0.1589* 0.0196*  36°
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Tabela 3.4: Resultados dos testes de aderéncia.
Distribuigdo KS (valor-p) AD (valor-p) CvM (valor-p)

HN 0.4589 0.5273 0.4544
HNG 0.6425 <0.001 0.6113
HNP 0.9982 0.9987 0.9993
HNT 0.9992 0.9987 0.9981
HNG II 0.9946 0.9963 0.9952
HNGT 0.9993 0.9987 0.9983
OLLHNG 0.9978 0.9979 0.9978

Para a proxima aplicacao, vamos considerar os dados de precipitacao acumulada de
dez dias entre abril e julho na estagao WMO 83498, localizada no estado da Bahia, Brasil.
Utilizamos a série histérica de 1961 a 2017. Nesta aplicagao, utilizaremos a seguinte

funcao de ligagao:

log(0;) = Bo + b1 zi,

em que x; denota a i-ésima observacgao associada ao t; periodo de dez dias. Os periodos de
dez dias foram considerados para os meses de abril, maio, junho e julho. Consideramos as
distribuicoes HN, HNG II e HNT, uma vez que apenas elas possuem expressoes analiticas
fechadas para a média.

Na Tabela 3.5 sao relatadas as estimativas dos parametros e os erros padrao. Uma
vez que o 31 tem um sinal negativo para todas as distribuicoes, temos um indicativo da
diminuicao da precipitacao acumulada a medida que o tempo passa. As médias empiricas
¢ estimadas (intervalos de confianga de 95%) sao apresentadas na Tabela 3.6 e Figura 3.6.
Além disso, na Tabela 3.7 estao presentes varios critérios para discriminar as distribuigoes
HN, HNG II e HNT.

A partir desses resultados, podemos concluir que HNG II e HNT proporcionam melhor
ajuste do que a distribuicao HN. Também é observado que HNT tem os valores mais baixos

desses critérios.

Tabela 3.5: Estimativas de parametros e intervalos de confianga de 95%.
HN HNG II HNT

Estimativa I.C. Estimativa 1.C. Estimativa 1.C.
Bo 5.0942 (4.7007, 5.4876) 5.0119 (4.5392, 5.4846) 5.4141 (4.9208, 5.9075)
61 -0.0785 (-0.1064, -0.0507)  -0.0795 (-0.1129, -0.0462)  -0.0792 (-0.1123, -0.0462)
@ — — 0.8348 (0.7700, 0.8996) — —
A — — — — 0.7822 (0.5896, 0.9747)
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Tabela 3.6: Médias empiricas e estimadas para cada periodo de dez dias.
Decéndio Empirica HN HNG IT HNT

10 51.6089  59.3420 55.1367 54.8366
11 48.1578  54.8614 50.9212 50.6590
12 49.1844  50.7191 47.0280 46.7996
13 41.0744  46.8896 43.4325 43.2342
14 41.1256  43.3492 40.1118 39.9404
15 37.8395 40.0761 37.0451 36.8976
16 32.3732  37.0502 34.2128 34.0866
17 31.9098  34.2528 31.5970 31.4897
18 26.2780  31.6665 29.1813 29.0907
E I + Empirico § ] + Empirico E | + Empirico

56.85
| |

Precipitagdo acumulada média
36.47 46.66

26.28
L

+ HN « HNGII

53.97
|
53.61
|

44.11
|
[ S —
[ —)
43.90
|
[ —

34.18

34.26
Precipitagdo acumulada média

Precipitacdo acumulada média

24.41
|
24.47

I I I I I I I I I
10 11 12 13 14 15 16 17 18

+ HNT

T T T T T T T 1T
10 11 12 13 14 15 16 17 18
Dez dias Dez dias Dez dias

Figura 3.6: Média empirica e estimada para cada periodo de dez dias.

Tabela 3.7: Medidas de selecao de modelo.

Critério HN HNG II HNT
—2 x Log-Like 3631.9093 3608.9037 3597.1897
AIC 3635.9093 3614.9037 3603.1897
BIC 3643.8106 3626.7556 3615.0416
SSR 207.2568  43.8623 40.3417

3.9 Conclusao

I I I I I I I I I
10 11 12 13 14 15 16 17 18

Neste artigo foi apresentada a distribuicao HNT formulada a partir dos mapas de

transmutagao de classificagao quadrética propostos por Shaw e Buckley (2009). Algumas

caracteristicas e propriedades matemaéticas da distribuicao proposta foram estudadas. E

importante observar que a funcao geradora de momentos, momento de ordem k, espe-

ranca, variancia, assimetria e curtose apresentaram expressoes analiticas explicitas, sendo

as mesmas dependentes apenas dos parametros da distribuicao HNT. Gragas a simplici-

dade da distribuigao, foi possivel calcularmos medidas de incerteza como a entropia de
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Shannon e os desvios médios. As curvas de Bonferroni e Lorenz assim como a estimacao
da confiabilidade sao explicitadas, dando a oportunidade de areas como, por exemplo,
a engenharia, se beneficiar com a utilizacao da distribuicao proposta. Foi calculada a
estatistica de ordem para a distribuicao HNT e também as respectivas expressoes para
a distribuicao do maximo e do minimo. Um estudo de simulagao Monte Carlo mostrou
que os parametros sao eficientemente estimados pelo método da maxima verossimilhanca,
mostrando um baixo vicio e uma alta acuracia mesmo para um pequeno tamanho de
amostra, o que indica o potencial que a nova distribuicao proporciona para a modela-
gem. Na primeira aplicagao foram usados dados de precipitacao diaria, e 11 modelos
propostos na literatura (derivados das distribuigao HN) foram colocados em competigao
com a distribuicao proposta nesse trabalho. Cinco modelos foram retirados da andlise
devido a inconsisténcia de suas estimativas e, ao observarmos as estatisticas baseadas na
verossimilhanga —2x Log-like, AIC, AICc e BIC bem como as medidas de bom ajuste KS,
AD e CvM, temos que a distribuicao HN'T mostrou um melhor ajuste se comparada aos
modelos utilizados. Como a distribuigao apresentou uma expressao explicita e simples
para a média, foi possivel a utilizacao da mesma para uma aplicacao usando regressao.
Ao observarmos os critérios —2xLog-like, AIC, BIC e SSR notamos que a distribuigao
HNT apresentou um ajuste de 6tima qualidade, reforcando sua primazia se comparada

aos modelos aqui utilizados.
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