Universidade Estadual de Maringa
Departamento de Estatistica

Programa de Pds-graduacao em Bioestatistica

Breno Gabriel da Silva

Modelos Mistos Aditivos Generalizados
Utilizando P-splines: Aplicacoes em Dados
Longitudinais

Maringa — Parana
2020



Breno Gabriel da Silva

Modelos Mistos Aditivos Generalizados Utilizando

P-splines: Aplicacoes em Dados Longitudinais

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pos-
graduacdo em Bioestatistica do Centro de Ci-
éncias Exatas da Universidade Estadual de Ma-
ringd como requisito parcial para a obtencao de
titulo de Mestre em Bioestatistica.

Universidade Estadual de Maringa - UEM
Departamento de Estatistica - DES

Programa de Pés-Graduacao em Bioestatistica

Orientadora: Prof®. Dr?. Terezinha Aparecida Guedes

Coorientador: Prof. Dr. Vanderly Janeiro

Maringa — Parana

2020



Dados Internacionais de Catal ogagao-na-Publicacdo (CIP)
(Biblioteca Central - UEM, Maringa - PR, Brasil)

S586m

Silva, Breno Gabriel da

Modelos mistos aditivos generalizados utilizando P-splines: aplicagées em dados
longitudinais / Breno Gabriel da Silva. -- Maringa, PR, 2020.
76 f.: il. color., figs., tabs.

Orientadora: Profa. Dra. Terezinha Aparecida Guedes.

Coorientador: Prof. Dr. Vanderly Janeiro.

Dissertagéo (Mestrado) - Universidade Estadual de Maring4, Centro de Ciéncias
Exatas, Departamento de Estatistica, Programa de P6s-Graduagé@o em Bioestatistica,
2020.

1. GAMM. 2. Regressao ndo paramétrica. 3. Fungdes segmentadas. 4. Efeitos
aleatorios. |. Guedes, Terezinha Aparecida , orient. Il. Janeiro, Vanderly, coorient. IlI.
Universidade Estadual de Maringa. Centro de Ciéncias Exatas. Departamento de
Estatistica. Programa de Pés-Graduacao em Bioestatistica. IV. Titulo.

CDD 23.ed. 519.5

Jane LessaMongdo - CRB 9/1173




Breno Gabriel da Silva

Modelos Mistos Aditivos Generalizados Utilizando
P-splines: Aplicacoes em Dados Longitudinais

Dissertacao apresentada ao Programa de Pés-
graduacdo em Bioestatistica do Centro de Ci-
éncias Exatas da Universidade Estadual de Ma-
ringd como requisito parcial para a obtencdo de
titulo de Mestre em Bioestatistica.

Trabalho aprovado. Maringd — Parana, 31 de janeiro de 2020:

e N d /]
Prof". Dra. Ferezin da G
- Dra. ferezinha Aparecida Guedes

Universidade Estadual de Maringa — PBE/UEM

[ UMV, A 2 { t/ 2
LMVRRA, PO gD ols A

Prof. Dr. Willian Luis de Oliveira

Universidade Estadual de Maringa — PBE/UEM

— D )
AA/K_ k?p}é?&,j/@flfx’:(—g AP VEH AU

Prof". Dra. Renata Alcarde Sermarini

[-scola Superior de Agricultura "Luiz de Queiroz" - ESALQ/USP

Maringa — Parana
2020



"Este trabalho é dedicado em primeiro lugar a Deus, por ter um papel importante em minha
vida, condutor do meu destino, que tém me dado salde e forcas desde sempre, a minha
familia, especialmente a minha mde Mari Gerénimo da Silva, meu pai José Alves da Silva e aos
meus irm3os Michel Luiz da Silva "In Memorian”, Frankson Leonardo da Silva, Michelle
Francielle da Silva e Bruno Gabriel da Silva, em que mesmo ndo entendendo este cenario ndo
mediram esforcos para que eu chegasse até esta etapa de minha vida. Ao meu companheiro
Guilherme Lunardon de Oliveira por sempre me incentivar e me ouvir, aos meus avos paternos
e maternos "In Memorian", responsaveis pela existéncia de meus pais, em que sem eles este

momento tnico ndo estaria acontecendo.”



AGRADECIMENTOS

Agradeco inicialmente a Deus, por ter me guiado e me dado forcas para chegar até aqui.

Aos meus pais (Mari Gerénimo da Silva & José Alves da Silva), Avd (Antdnio Gerénimo
da Silva "In Memorian"), irm3os (Michel Luiz da Silva "In Memorian", Frankson Leonardo
da Silva, Michelle Francielle da Silva & Bruno Gabriel da Silva) e demais familiares, que

sempre me apoiaram e incentivaram todas as minhas escolhas.

Ao meu companheiro (Guilherme Lunardon de Oliveira) que esteve ao meu lado desde
o inicio desta jornada, estendendo sua m3o, me apoiando e incentivando todos os dias

visando a realizacdo deste sonho.

A minha orientadora, (Terezinha Aparecida Guedes), que sempre se manteve a disposicdo
quanto seu papel de orientadora e pelas contribuicGes mais que valiosas durante a
elaboracdo deste trabalho. Professora, vocé é um exemplo a ser seguido, obrigado pelas
palavras e conselhos dados durante esta jornada. Agradeco ainda ao meu coorientador
(Vanderly Janeiro) por se disponibilizar a me ouvir e sugerir melhorias neste trabalho,

expresso gratiddo a vocés por terem depositado toda a confianca em mim.

Aos meus amigos de longa data (Aléxia Fernanda Mancan, Eloisa da Silva Brito, Géssica
Elias, Géssica Cardoso, Sabrina Luiza, José Sanches) que partilharam comigo muitos

momentos alegres e estiveram ao meu lado dando forcas para a elaboracao deste trabalho.

Agradeco as amizades que foram construidas durante a Graduacdo e Pés-Graduacdo,
especialmente (Rafaela Galo & Sthefany Volpato) que me acolheram por muitos anos
durante as longas tardes de estudos, agradecer a (Thayna Guastalli, Gisele Nascimento,
Leticia Souza, Ana Zampirolli, Lorena Rosa, Jdlia Paiva, Heloisa Nascimento, Rebeca
Seiscentos, Carol Bianchi, Raissa Oliveira e Ariane Serdédio) pelos momentos juntos
durante a Graduacdo e incentivo para a Pés-Graduacdo durante o periodo mencionado,
agradecer também a (Naiara Caroline & Talita Evelin) que sempre se disponibilizaram

a me auxiliar e me ouvir quando precisei, agradecer também a (Yana Borges) que foi



um presente que a Pds-Graduacdo me deu no qual quero partilhar contigo muitas outras

viagens, trabalhos e assuntos pertinentes quanto ao passado, presente e futuro.

Agradeco ainda as amizades que foram construidas por intersecdo das listadas anterior-
mente, especialmente a (Andressa Cazetta, Mirielly Kerolay, Michelle Ferreira, Nathan
Faleiro, Theylor Faleiro) por estarem na maioria das vezes presentes em momentos de

distracao, trocando ideias e compartilhando sorrisos.

Agradeco as minhas amigas que tive o prazer de participar como co-autor em trabalhos
académicos (Fernanda Lobo, Ana Carolina Costa, Renata Pereira e Tamiris Diniz). Vocés
sdo responsaveis do meu crescimento quanto ao conhecimento estatistico e acima de tudo

foram essenciais para que eu atingisse todos os meus objetivos durante a Pés-Graduacao.

N3o poderia deixar de agradecer os Professores que tive durante a Graduacdo e Pds-
Graduacdo, em especial (Luciene Parron, Alexandra Cousin, Josiane Faria, Sandra Regina,
Lucieli Trivizoli, William Ferreira e Brian de Melo) por terem transmitido todo o conhe-
cimento de vocés, vindo a auxiliar na compreens3o de conceitos académicos, Parabéns

Professores!!.

Agradeco a CAPES pelo suporte financeiro, em que pude conhecer vérios estados brasilei-
ros durante as participacdoes em congressos levando trabalhos académicos pertinentes ao

cenario e pelo Programa de Pés-Graduacdo em Bioestatistica pelo incentivo a pesquisa.

Obrigado!



Tocando em frente
Ando devagar
Porque ja tive pressa
E levo esse sorriso

Porque ja chorei demais

Hoje me sinto mais forte
Mais feliz, quem sabe
56 levo a certeza

De que muito pouco sei

Ou nada sei

Conhecer as manhas
E as manhas
O sabor das massas

E das macas

E preciso amor
Pra poder pulsar
E preciso paz pra poder sorrir

E preciso a chuva para florir

Penso que cumprir a vida
Seja simplesmente
Compreender a marcha

E ir tocando em frente

Como um velho boiadeiro
Levando a boiada

Eu vou tocando os dias
Pela longa estrada, eu vou

Estrada eu sou

Conhecer as manhas
E as manhas
O sabor das massas

E das macas

E preciso amor
Pra poder pulsar
E preciso paz pra poder sorrir

E preciso a chuva para florir



Todo mundo ama um dia
Todo mundo chora
Um dia a gente chega

E no outro vai embora

Cada um de nés compée a sua histéria
Cada ser em si
Carrega o dom de ser capaz

E ser feliz.

Composicao: Almir Sater / Renato Teixeira



RESUMO

No que tange as especificidades de um estudo longitudinal, muitas vezes as trajetérias das
respostas médias de um individuo ndo admitem um comportamento linear, tornando-se assim
necessaria a busca por modelos que levem em consideracao a nao linearidade das trajetérias
individuais e que descreva estas de tal maneira que associem os possiveis efeitos aleatérios a
cada individuo. Os modelos mistos aditivos generalizados (GAMM) vem ao encontro dessa
problematica, uma vez que nesta classe de modelos é possivel incluir efeitos aleatérios especificos
aos individuos, além do mais, nesta classe de modelos é possivel reescrever o termo linear
por soma de funcdes suaves ndo conhecidas, ndo especificadas de uma forma paramétrica,
por meio de uma P-spline. Assim, o presente trabalho terd como propédsito apresentar esta
metodologia e aplicar a dois problemas reais: um experimento envolvendo 57 camundongos
suicos infectados por Trypanosoma Cruzi, sendo estes observado o seu peso no periodo de 12
semanas e um experimento da engenharia civil que tem como objetivo verificar a evolucdo do
peso de dois tipos de argamassas, apés a absorcao de dgua por capilaridade, considerando
5 niveis de concentracao do teor aditivo, em 60 corpos-de-prova, sendo estes observados a
argamassa seca no periodo de 1350 minutos, divididos em até os 90 minutos a cada 10 minutos,
de 90 a 150 minutos a cada 15 minutos, de 150 a 360 minutos a cada 20 minutos, de 360 a

450 minutos a cada 45 minutos e de 450 a 1350 minutos a cada 60 minutos.

Palavras-chave: Efeitos aleatérios; Funcoes segmentadas; GAMM; Regressdo ndo paramétrica.



ABSTRACT

Regarding the specificities of a longitudinal study, the trajectories of an individual's average
responses often do not admit a linear behavior, thus making it necessary to search for models
that take into account the non-linearity of individual trajectories and that describe these from
such that they associate the possible random effects to each individual. Generalized mixed
additive models (GAMM) meet this problem, since in this class of models it is possible to
include random effects specific to individuals, moreover, in this class of models it is possible to
rewrite the linear term by adding non-smooth functions known, not specified in a parametric
way, by means of a P-spline. Thus, the present work aims to present this methodology and apply
it to two real problems: an experiment involving 57 Swiss mice infected with Trypanosoma
Cruzi, these being observed their weight in the period of 12 weeks and an experiment of civil
engineering which aims to verify the evolution of the weight of two types of mortar, after water
absorption by capillarity, considering 5 levels of concentration of the additive content, in 60
specimens, these being observed the dry mortar in the period of 1350 minutes, divided into up
to 90 minutes every 10 minutes, 90 to 150 minutes every 15 minutes, 150 to 360 minutes every

20 minutes, 360 to 450 minutes every 45 minutes and 450 to 1350 minutes every 60 minutes.

Keywords: Random effects; Segmented functions; GAMM; Nonparametric regression.
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CAPIiTULO 1

INTRODUCAO

1.1 Panorama Estatistico

A anilise de regressdo é uma técnica estatistica utilizada para explicar a relacdo entre
uma variavel dependente e uma ou mais varidveis independentes. A regressado é dita linear se a
curva ajustada é uma reta, caso contrario é dita nao linear. Na literatura, encontra-se técnicas
de linearizacdo dos dados através de transformacdes matemaéticas, as quais evitam a utilizacdo
da regressdo nao linear. Ao utilizar essas técnicas, tem-se que a regressao de dados linearizados
é menos precisa do que a regressao nao linear, logo é necessario que técnicas apropriadas sejam
utilizadas (AZEVEDO; JUNIOR; FERNANDES, 2016).

Destaca Henderson e Parmeter (2015) que os modelos de regressdo podem ser clas-
sificados em paramétricos e ndo-paramétricos, onde, modelos ndo paramétricos diferem dos
modelos paramétricos no que se refere ao preditor, uma vez que este ndo assume uma forma
predeterminada, mas é construido de acordo com as informacdes derivadas dos dados, e mais,
o termo "n3o paramétrico"n3o significa que falta parametros, mas que o niimero e a natureza
destes s&o flexiveis e ndo fixadas antecipadamente. De acordo com Fox e Monette (2002),
abordagens tradicionais incluem estimadores de ntcleo, andlise usando splines, anélise de

Fourier entre outras.

Menciona Keele (2008), que splines sdo funcdes polinomiais segmentadas, unidas por
pontos de corte denominados “nés”, utilizados para ajustar uma curva a um conjunto de dados.
As funcdes splines, tém sido amplamente utilizadas na anélise de dados longitudinais, como
por exemplo, no ajuste de curvas de lactacdo e crescimento. Na literatura, encontram-se varias
técnicas para representar este ajuste por partes, tais como: spline linear, spline ctbico, B-spline

entre outros.

Os autores Boor et al. (1978); Eilers e Marx (1996); Keele (2008) definem que uma

B-spline pode ser expressa como um conjunto de funcdes polinomiais de ordem m para cada
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intervalo limitado pelos nés, sendo as conexdes nos nés suavizadas, o que nao ocorre na
spline linear, tornando-se assim uma Unica curva continua. Com o intuito de fornecer maior
flexibilidade ao modelo e evitar um possivel "overfitting" Eilers e Marx (1996) propuseram uma
nova técnica na qual consiste na unido de B-splines com penalizacdo discreta (para controlar a

suavidade do ajuste) inserida na funcdo log-verossimilhanca, assim o chamam de P-spline.

Devido ao fato de nao ser possivel muitas vezes descrever um fendmeno através de um
modelo de regressao linear, novas classes de modelos de regressao foram surgindo, como por
exemplo, modelos lineares generalizados, modelos aditivos generalizados, etc... No que se refere
as técnicas de modelagem n3o-linear, destaca-se os Modelos Mistos Aditivos Generalizados,
em que o termo X,y = >_ x;;v € comutado por uma funcdo ndo paramétrica de suavizag¢ao
> fi(zi;). Currie e Durban (2002) destacam que esta classe de modelos permite estimar as
curvas de diferencas individuais utilizando funcdes de suavizacdo ndo paramétrica considerando a

presenca de efeitos aleatérios associados aos sujeitos classificados entre grupos de tratamentos.

Assim, neste trabalho, objetiva-se utilizar a suavizacao via P-spline associada a um
modelo misto aditivo generalizado em duas aplicacoes: Na 12 objetiva-se utilizar os modelos
mistos aditivos generalizados a um conjunto de dados cuja variavel resposta é o peso de 57
camundongos suicos (sujeitos) observados no periodo de 12 semanas, infectados por Trypano-
soma cruzi, machos com 56 dias de idade, provenientes do biotério central da Universidade
Estadual de Maringad com o intuito de descrever a evolucao do peso ao longo do tempo. Na 22
aplicacao tem-se como objetivo verificarmos a evolucdo do peso de dois tipos de argamassa apés
a absorcdo de agua por capilaridade, sendo esta metodologia aplicada a um conjunto de dados
cuja variavel resposta é o peso dos corpos-de-prova, associados aos niveis de concentracdo
de cada teor de pé de borracha adicionado, provenientes do Laboratério de Materiais de
Construcdo Civil da Universidade Estadual de Maringé. As analises estatisticas foram realizadas
no software estatistico R versdo 3.6.0 (R Core Team, 2019).

1.2 Objetivos

1.2.1 Geral

Utilizar os Modelos Mistos Aditivos Generalizados para descrever as trajetérias individuais

ao longo do tempo.

1.2.2 Especificos

e Observar o comportamento médio da variavel resposta ao longo do tempo sob a inter-

Vencao;

e Descrever, por meio dos modelos mistos aditivos generalizados, a avaliacao da variavel
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resposta;

e Realizar a anélise diagndstica.

1.3 Revisao Bibliografica

Nessa secdo, sera exposta uma sintese com as principais informacdes referente aos resultados
de um levantamento bibliografico de artigos, dissertacdes e teses sobre a presenca da metodologia
de modelos mistos aditivos generalizados e sobre a presenca de funcGes ndo-paramétricas de

suavizacao a nivel nacional e internacional.

Currie e Durban (2002) apresentam em seu artigo a aplicacdo das P-splines a trés classes
de modelos com componentes suaves definidas por: modelos semiparamétricos, modelos com
erros serialmente correlacionados e modelos com erros heterocedasticos. Os autores mencionam
que as P-splines sdo bastante flexiveis e fornecem uma abordagem comum para problemas
envolvendo erros serialmente correlacionados e heterocedasticos. Estabelecem ainda abordagens
ndo paramétricas para a escolha do parametro de controle da suavizacdo das P-splines, assim
como, o nimero de nds, o grau das P-splines e a ordem da penalizacdo. O método de estimacdo

adotado foi o da maxima verossimilhanca restrita (REML).

Durban et al. (2005) modelaram o efeito a longo do tempo da terapia de radiacdo na
altura de criancas que sofrem de leucemia linfoblastica aguda usando P-splines na estrutura
de modelos de efeitos mistos semiparamétricos. Tem-se que curvas individuais sdo modeladas
com P-splines, em que estas admitem coeficientes aleatérios. Os autores mencionam que
este modelo pode ser reescrito como um modelo misto e concluem que houveram diferencas
significativas entre as terapias, e ainda, a taxa de crescimento de meninas no estudo n3o pode
ser totalmente explicada pela curva média de grupo e que curvas individuais sdo necessarias

para refletir a resposta individual ao tratamento.

Wand e Ormerod (2008) apresentam o uso das splines penalizadas propostas por O'Sullivan
na regressao semiparamétrica contemporanea, incluindo os modelos mistos e formulacdes
bayesianas. Os autores definem que as splines penalizadas de O'Sullivan s3o semelhantes as
P-splines, mas possuem a vantagem de ser uma generalizacio direta das splines de suavizacao.
Apresentam expressOes exatas para a matriz de penalidade de O'Sullivan e as comparacdes
entre os dois tipos de splines revelam que as splines penalizadas proposta por O’Sullivan

admitem o comportamento natural dos limites das splines de suavizacao.

Pulgar (2009) propds uma extensdo dos modelos mistos semiparamétricos para uma classe
mais geral de modelos, o qual denomina “modelos mistos aditivos semiparamétricos com erros
de contornos elipticos". O objetivo do seu trabalho foi dar flexibilidade a curtose da distribuicdo
dos erros permitindo entdo escolher distribuicGes que admitem caudas mais leves ou pesadas

do que as caudas da distribuicdo normal padrdo. O método de estimacdo utilizado foi o de
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maxima verossimilhanca penalizada com os respectivos erros padrao aproximados. No contexto
semiparamétrico, para fazer inferéncia para as funcdes ndo paramétricas, a funcdo de suavizacado
escolhida foi uma spline cibica. Tem-se ainda que o parametro de suavizacao foi estimado

utilizando o método da validacdo cruzada.

Florencio (2010) modelou a variabilidade nos precos de um bem imével no mercado
levando em consideracao a ndo-normalidade, heteroscedasticidade e heterogeneidade espacial e
estrutural utilizando os modelos aditivos generalizados para posicdo, escala e forma (GAMLSS)
propostos por Stasinopoulos, Rigby et al. (2007). O autor, considerou como variavel resposta o
preco unitdrio do terreno e como variaveis explicativas as caracteristicas estruturais, locacionais
e econdmicas associadas ao imével. Modelou algumas de suas covariaveis (por exemplo, as
coodenadas geograficas referentes a localizacdo do terreno) de forma n3o-paramétrica utilizando
suavizadores splines clbicos, onde o parametro de suavizacdo foi estimado utilizando o método
da validacdo cruzada. O autor ainda realizou uma andlise comparativa entre os modelos de
regressao classicos e modelos lineares generalizados em termos do ajuste dos modelos estimados,

evidenciando que os modelos GAMLSS apresentam um ajuste superior aos demais.

Souza et al. (2012) modelou a intencdo de compra do consumidor em diversos setores
econdmicos, restringindo-se ao setor de compra coletivas, levando em consideracdo a influéncia
das caracteristicas de segmentos de mercado. O modelo utilizado para tal abordagem foi o
modelo aditivo generalizado com nove varidveis e com um termo n3o paramétrico, obtido a
partir do método de suavizacdo B-splines ! de ordem 4 com nés nos pontos de observacio
para minimizar a soma de quadrados dos residuos penalizados. O pardmetro de suavizacdo foi
estimado utilizando o método da validacdo cruzada. O autor concluiu que os modelos aditivos
generalizados apresentam-se de maneira satisfatéria, uma vez que foram capazes de explicar a
propensao de individuos que utilizam esse tipo de servico levando em consideracdo a presenca

de relacdes ndo lineares.

Polansky e Robbins (2013) tiveram como objetivo destacar e avaliar a metodologia dos
GAMM e quantificar as mudancas intra e interanuais na producdo de frutas. Assim, os autores
aplicaram os modelos mistos aditivos generalizados (GAMMSs) para estudar um conjunto de
dados referente a presenca de frutos ao longo do tempo, coletados de arvores individuais de
um local de floresta tropical de alta altitude em Afromontane, dentro do Parque Nacional
Impenetravel de Bwindi (BINP), Uganda. Quanto as anélises, os autores realizaram estudos
de simulacao para verificar a utilidade pratica da selecdo de modelos e estimacao dos termos
de suavizacao relevantes para desvincular a variabilidade intra e interanual. Essas simulacoes
indicaram que a estimativa de n3o linearidade e sazonalidade é geralmente identificada com
precisdo usando a teoria assintética e concluem que a variabilidade de frutificacdo no nivel da
floresta decorre tanto da sazonalidade regular quanto da variabilidade interanual significativa,

com os anos 2009-2010, em particular, mostrando um aumento significativo na presenca de

1 Método de suavizacdo splines ponderados localmente.
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frutos impulsionados pelo aumento da produtividade da maioria espécies e um pico anual

regular associado ocorrendo ao final de uma das duas estacoes secas.

Relvas (2013) apresenta os modelos simétricos parcialmente lineares com uma estrutura de
autocorrelacdo AR(1) e erros seguindo uma distribuicdo simétrica, generalizacdo dos modelos
parcialmente lineares, no que diz respeito, comumente, os erros seguem uma distribuicao
normal. O objetivo do seu trabalho foi estudar os modelos simétricos parcialmente lineares e a
estrutura de autocorrelaciao autoregressiva de primeira ordem, no que se refere a componente
ndo paramétrica, esta foi modelada utilizando splines. O método de estimacao adotado foi o de
maxima verossimilhanca penalizada e em relacdo ao diagnéstico o autor apresenta o niimero
efetivo de graus de liberdade e também resultados assintéticos, destacando-se a obtencdo da

curvatura normal de influéncia local sob diversos esquemas de pertubacdo e analise de residuos.

Machado et al. (2014) propds uma extensdo dos modelos mistos n3o lineares, aos quais
denomina "modelos mistos semiparamétricos parcialmente n3o lineares, com uma funcdo nao
paramétrica para modelar a média da varidvel resposta, utilizando a técnica de suavizacao
com P-splines. Em relacdo as estimativas dos parametros foi utilizado o método da maxima
verossimilhanca penalizada e tem-se ainda que a anélise diagnéstica foi realizada por meio do
método de influéncia local proposto por Cook (1986). Referindo-se a aplicacdo, o autor utilizou
a metodologia para identificar os ganhos na modelagem estatistica do modelo misto semipara-
métrico parcialmente nao linear, ao invés de se utilizar o modelo paramétrico, tem-se ainda que
as covariaveis utilizadas foram os instantes de tempo ¢;;(h) e as doses d;(mg/kg) administradas

ao i — ésimo individuo. A variavel resposta foi a concentracdo de theophylline conc;;(mg/L).

Shadish, Zuur e Sullivan (2014) apresentam em seu artigo a modelagem envolvendo dados
de design de caso Unico via modelos aditivos generalizados e os modelos mistos aditivos
generalizados. Os autores mencionam que esses modelos s3o excelentes em detectar a forma
funcional entre duas varidveis, isto é, se a tendéncia existe, qual é a sua forma (por exemplo,
linear e n3o linear), e ainda, descrevem que esses modelos também podem ser aplicados em
outras situacdes, tais como: testar se o tratamento é eficaz, se os casos diferem entre si, se
os efeitos do tratamento variam entre os casos e se a tendéncia varia entre os casos. Neste
artigo, os autores ainda discutem em detalhes a sobredispersdo de dados e como os modelos
mistos aditivos generalizados podem ser usados para estimar modelos auto-regressivos e por fim

expoem as limitacdes dos modelos mistos em comparacao aos modelos aditivos generalizados.

Mazzini (2015) modelou a variabilidade no ganho de peso gestacional utilizando os modelos
aditivos generalizados para posicdo, escala e forma (GAMLSS) propostos por Stasinopoulos,
Rigby et al. (2007) sob a influéncia de algumas covaridveis, tais como: distlrbios hipertensivos,
massocromia entre outras. Em seu trabalho, a autora apresenta o ajuste do modelo GAMLSS
por meio da familia de distribuicdo BCPE (Box Cox de Poténcia Exponencial) com fun¢do
de suavizacdo B-splines e ainda, conclui que o modelo obtido para a construcao da curva

de peso gestacional indicou que a relacdo entre peso gestacional e idade gestacional nao é
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linear. Por fim, enfatiza que a metodologia apresenta-se de maneira satisfatéria em relacao
a modelagem, uma vez que as curvas de percentis ajustadas foram eficientes para predizer

desfechos gestacionais adversos.

Mendoza (2017) modelou a variabilidade nos niveis médios da producdo de cana-de-acucar
utilizando os modelos mistos aditivos generalizados, sob a influéncia de variaveis climaticas, tais
como: temperatura e precipitacdo, no periodo de 10 anos para cada mesoregidao do Estado de
S3o Paulo. A autora ainda apresenta a abordagem, metodologia e descricdo dos P-splines como
modelos mistos e como componentes das estruturas suavizadoras de variaveis unidimensionais
e bidimensionais dos modelos aditivos generalizados. Propde seu uso em uma aplicacao, no
que concerne sua motivacdo em utilizar as P-splines, esta se deu pelo fato de que muitas
vezes nao é conhecida a tendéncia das covariaveis climaticas mas é de conhecimento que estas

influenciam a variavel resposta.

Holanda (2018) apresenta os modelos lineares parciais generalizados com uma variavel
explicativa continua tratada de forma n3o paramétrica e os modelos lineares parciais aditivos
generalizados com no minimo duas variaveis explicativas continuas. A autora em uma de
suas aplicaces modelou a variabilidade no comportamento da proporcdo de garotas que ja
menstruaram, sob a influéncia da idade, utilizando as P-splines para descrever a relacio da
variavel resposta com as variaveis explicativas continuas. O método de estimac3do adotado foi
o de maxima verossimilhanca penalizada, em que as funcdes escore penalizadas e as matrizes
de informacao de Fisher penalizadas s3o desenvolvidas para a obtencao das estimativas, por
meio da combinacdo do algoritmo backfitting (Gauss-Seidel) e do processo iterativo escore de

Fisher para ambos os modelos.

Soares (2019) apresenta os modelos de regressdo splines de nés-livres como uma alternativa
aos modelos n3o lineares utilizados em curvas de crescimento multifasico, propondo uma forma
empirica de determinar o niimero de nés da regressao spline, deixando que o algoritmo de busca
escolha a posicdo dos nés. O autor em sua aplicacdo modela a variabilidade no comportamento
médio do peso de vacas da raca Hereford, do nascimento até o periodo de 675 dias. O autor
realizou estudos de simulacdo para entender melhor a posicdo dos nés, localidade e grau
do polindmio relacionado aos modelos de regressdo spline de nés livres e como isto afeta a

qualidade do ajuste do modelo utilizado.

Assim, este levantamento bibliografico evidencia o cenério de pesquisa no qual se insere a
proposta de pesquisa aqui descrita e o que se tem produzido nos dltimos anos, no sentido de
auxiliar no direcionamento da pesquisa, a fim de produzir um trabalho que possa trazer novas

contribuicoes para esse campo de pesquisa.
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1.4 Justificativas

Durante a dltima década, observa-se um crescimento na utilizacao de P-splines no contexto
de modelos mistos, uma vez que nos modelos mistos aditivos generalizados a parte fixa do
modelo é reescrita por uma funcdo de suavizacdo, e mais, nesta classe de modelos leva-se em
consideracdo os efeitos aleatérios associados a cada uma das unidades amostrais observadas,
sendo estas classificadas em grupos de tratamento. Uma das dificuldades inerentes a metodologia
de suavizacao via splines é a decisdo de quantos nés serdo utilizados no ajuste e a posicao
destes, o qual é de suma importancia o que foi dito anteriormente uma vez que essa escolha

influenciara a qualidade do ajuste do modelo.
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CAPITULO 2

METODOLOGIA

2.1 Splines

E comum em um estudo longitudinal que as trajetérias das respostas médias possuam um
comportamento n3o linear, assim torna-se inviavel proceder uma andlise estatistica por meio
do ajuste de um polindmio de m ordens, uma vez que estes ndo sdo capazes de descrevé-las.
Esta situacdo pode ser exemplificada quando a varidvel resposta oscila (aumenta e diminui)
entre intervalos de tempo distintos. Assim, na modelagem pode-se considerar que uma ou
mais variaveis "contribuem"para explicar uma varidvel resposta de interesse por meio de uma
funcdo ndo conhecida dessa variavel explicativa, ou seja, a varidvel explicativa "entra"no modelo
no contexto ndo paramétrico. Para estimar essa funcdo nao conhecida, utiliza-se técnicas de

suavizacdo, como por exemplo, as splines.

O termo spline é originado da Inglaterra em meados do final do século XIX onde inicialmente
sua aplicabilidade era voltada ao desenvolvimento de cascos de navios, pecas de avides e a
construcdo civil (WEGMAN; WRIGHT, 1983). Uma spline é definido pelo glossério Inglés-
Portugués de Estatistica e pela Sociedade Portuguesa de Estatistica (SPE) como "funcdo
definida segmentadamente por polinémios (no sentido nato)". Assim, pode-se definir uma
spline como um conjunto de funcdes polinomiais de ordem m, sendo estas conectadas por
pontos de corte denominados de "nés", o qual s3o utilizadas para ajustar uma curva a um
conjunto de dados. Uma das propriedades interessantes das splines é que tanto as funcdes
como suas derivadas de ordem até m — 1 s3o continuas nos pontos de corte, garantindo assim

a suavidade da curva.

De acordo com Ma e Racine (2013) existem diferencas entre splines de regressdo e splines
de suavizacdo, em que o primeiro é posicionado os nés em pontos equidistantes e nenhuma
penalidade é imposta em relacdo a auséncia de suavidade, ja as splines de suavizacdo a falta de
suavidade é penalizada e os proprios dados s3o utilizados como ndés. Na literatura encontra-se

diferentes técnicas de ajuste envolvendo splines, tais como: spline linear, spline clbica, b-spline,
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p-spline entre outras (DURBAN, 2009).

2.1.1 Spline linear

Segundo Harrell e Frank (2015), essa classe de splines é definida como a mais simples e
pode ser expressa como um conjunto de funcdes lineares com diferentes inclinacdes para cada
intervalo limitado pelos nds, e mais, as conexdes nos nés ndo sdo suavizadas e apresentam
mudancas na direcdo dos segmentos de reta. Assim, considere o eixo z dividido em n intervalos,

definidos pelos noés &1, &s, - -+, &,—1, tem-se que o modelo spline linear é escrito por:
yi = Bo + Bi(x:) + Bo(@i — &)y + -+ Buyi(zi — §n1) 4 + 6, (2.1)

((Ei - 5n—1)7se x; > gn—l
0,se i < &na

Bo, - Byl € x; 0 tempo decorrido até o i-ésimo instante com € ~ N (0, 02). Observa-se em

em que, (z; —&,-1)s = , 0S parametros a serem estimados s3ao

2.1 que com a variacdo crescente no eixo x, termos serdo adicionados ao modelo. Tem-se ainda
que quando = < &, a funcdo que ird modelar este intervalo serd y = 3y + (1(z) e quando
x > &,-1, ou seja, quando x estiver entre os nés a funcdo que ird modelar o intervalo em
estudo serd 2.1, supondo &, 1 nés. A Figura 1 de Soares (2019), representa uma situacdo
envolvendo a spline linear, onde observa-se as retas lineares com diferentes inclinacdes nao

suavizadas.

Figura 1 — Representacdo do modelo spline linear

2.1.2 Spline clbica

Mencionam Stone et al. (1985) que a construcdo dessa classe de splines se difere da spline

linear no quesito que pode ser expressa como um conjunto de funcdes polinomiais de ordem 3

2 Para obter polindmios que assumam um comportamento mais suave recomenda-se olhar para polindmios de

graus maiores que um.
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para cada intervalo limitado pelos nés, e mais, as conexdes nos nés sao suavizadas o que nao

ocorre na spline linear, tornando-se assim uma (nica curva continua.

A vantagem das splines cubicas é a possibilidade de captar pequenas oscilacdes no com-
portamento dos dados. De acordo com Wegman e Wright (1983) as splines cubicas sdo
particionadas em duas classes: Splines Clbicas Restritas e Splines Cibicas nao-Restritas, no
qual estas se diferem no intervalo a ser modelado, em que a spline cibica restrita leva em
consideracdo as caudas (partes do polindmio antes do primeiro né e apés o dltimo nd), sendo
estas modeladas por funcGes lineares e a nao restrita leva em consideracao apenas o intervalo
apds o primeiro nd até o Gltimo ndé. Assim, considere o eixo x dividido em n intervalos, definidos
pelos noés &1, &, -+, &,_1, tem-se que o modelo spline clbico restrito e nao-restrito é escrito

respectivamente por:

yi = Bo + Bi(xi) + Ba(w; — 51)1 + o By (s — fn—1)i =+ €, (2.2)

yi = Bo + Bi(w;) + Bo(a?) + Ba(x) + Balw; — fl)i + - B (@ — ﬁnq)i + €,

Logo, sua forma geral pode ser representada por:

3 k
Yi = Z 51352 + Z Brts(z; — fk)i + €, (2.3)

=0 k=1

em que k =n — 2. A equacdo 2.3, pode ser expressa por:

3 k
plz:) = Bt + > Burs(zi — &2, (2.4)
1=0 k=1
Li — Qn— 3 y XLj > n—
onde, (z; — fn_l)i = ( 1) 2 & , 0S parametros a serem estimados s3o
07 T < gn—l

Bo,*++ Buy1 € T; 0 tempo decorrido até o i-ésimo instante com ¢ ~% N(0,0?). Observa-se
nas equacgdes (2.2) e (2.3) que com a variagdo crescente no eixo z, termos serdo adicionados
ao modelo.Tem-se ainda no caso restrito que quando = < &,,_; a funcdo que ird modelar este
intervalo serd y = 3y + f1(x) e no caso n3o-restrito a funcdo que ird modelar este intervalo
serd y = By + Bi(x) + Pa2(x?) + Bs(z?) e quando = > &, _1, ou seja, quando x estiver entre os
nés a funcdo que ird modelar o intervalo em estudo serd a fungdo (2.2) e a fungdo (2.3) para

0s casos restrito e ndo-restrito respectivamente, supondo &, nos.

Em relacdo as derivadas da equacdo (2.4), tem-se que a primeira derivada é expressa por:

J
p(z:)" = Bor + 2B02(x;) + 3Bos(x7) + Z 38;(x; — fnq)ia
=1

e a segunda derivada da equacdo spline (2.4) é expressa por:
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J
p(z)" = 22 + 6803 (i) + Y 66j(xi — Enmi)4,
=1

Como 2.4 admite a segunda derivada continua, esta é suave. Tem-se ainda que por ser uma
funcdo de menor ordem, sua aplicabilidade é satisfatéria, uma vez que possibilita o ajuste aos

dados sem ter que elevar o grau do polindmio.

A Figura 2, de Soares (2016), representa uma situacdo envolvendo a spline cibica, cujo
objetivo geral deste estudo foi de suavizar a trajetéria de um missil ao longo do tempo (em
segundos),®. Observa-se A oscilacio no comportamento de queda da tensdo no periodo de 6 a
10 segundos e 10 a 15 segundos, sendo assim a proposta foi de ajustar um spline cibico sendo

o intervalo particionado em até 6,5 segundos, entre 6,5 e 13 segundos e de 13 a 20 segundos.

14
-

12
W

Valtagem

10

o ] 1o 15 20

Tempo

Figura 2 — Representacao do modelo spline clbico

2.1.3 B-spline

Segundo Boor et al. (1978), a construcdo dessa classe de splines se difere da spline linear e
da spline clbica no quesito que é realizada uma transformac3do na variavel x antes do ajuste
do modelo. Uma B-spline* pode ser expressa como um conjunto de funcées polinomiais de
ordem m para cada intervalo limitado pelos nds, e as conexdes nos nds sdo suavizadas o que

nao ocorre na spline linear, tornando-se assim uma (nica curva continua.

Destaca Holanda (2018) que uma das vantagens de se utilizar as B-splines é que ajusta-se
polindmios de baixo grau para cada intervalo delimitado nos nés [, - , &, 1], diferente do

3 Para mais detalhes, veja (SOARES, 2016)
4 Também chamada de base de De Boor.
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que é feito nos modelos polinomiais, sendo assim, ndo exige tanto esforco computacional. Uma
das principais propriedades dos B-splines é que além da continuidade nos nés, qualquer funcao
de grau m pode ser expressa como uma combinacao de B-splines, em que o caso mais comum
é o B-spline cubico (de grau trés). De acordo com Eilers e Marx (1996), seja uma sequéncia

Qo = {&;}{jezy ndo decrescente de nés, tem-se que o j-ésimo B-spline de grau m é definido

por:
=& - Ejigme1 — T -
B"(z) = ——=2_ B (z) + =2 B (%),
J ( ) gj—}—m _ gj 7 ( ) §j+m+1 _§j+1 J+1 ( )
sendo definido que, = € [a,b], j é a quantidade de nés definida entre a < xy,--- ,x; < b,

m é o grau das B-splines e Bjm(:v) é o j-ésimo componente da base que é um B-spline de
ordem m + 1 no ponto z. Advoga Holanda (2018) que utiliza-se comumente na literatura
ordem = 2, ajustando-se assim um B-spline clbico para cada intervalo, em uma malha de §;

nos equidistantes. Tem-se ainda que:

o BT (x) =0,Vx & [1), Tj1m)]

e B (x) > 0,Vx € [), Tj1m)]

Descreve Holanda (2018) em sua dissertagdo um diagrama explicativo do célculo de B} (z),

observando-se que uma Bf*(x) depende de B !(z) e Bl ' ().
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Figura 3 — Diagrama do célculo das B-splines

Por exemplo, o célculo para Bi(x) é dado por:

Bila) = £ — o Bl(a) + £ = Bi(a).

no qual, percebe-se que o grau do polindbmio influéncia na definicao da base. A Figura 4

apresenta B-splines com diferentes graus polinomiais:
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Figura 4 — Bases B-spline com diferentes graus polinomiais

Em relacdo a Figura 4 (a), de grau m = 1, restringindo-se no intervalo em z de [0,01;0, 3],
considerou-se nés em 0,01; 0,15 e 0,29. Verifica-se que uma B-spline de grau 1 é construida
por dois segmentos lineares e trés nods, sendo estes se interceptando em um né interior, onde o
primeiro segmento é formado pelos nés 0,01 e 0,15 e o segundo segmento pelos nds 0,15 e
0,29, assim, pode-se observar varios B-splines formados por meio das mesmas configuracdes.
Corroborando com a propriedade de 2.5, tem-se que a esquerda do né posicionado em 0,01 e a

direita do ultimo nd, o B-spline admite valor nulo.

Em relacdo a Figura 4 (b), de grau m = 2, restringindo-se no intervalo em x de [0, 01; 0, 45],
considerou-se nés em 0,01; 0,15; 0,29 e 0,43. Verifica-se que uma B-spline de grau 2 é construida
por trés componentes polinomiais de graus 2 e quatro nds, sendo estes se interceptando em
dois nds internos, em que o primeiro segmento é formado pelos nés 0,01 e 0,15, o segundo
segmento pelos nés 0,15 e 0,29 e o terceiro segmento pelos nds 0,29 e 0,43, assim, pode-se
observar vérios B-splines formados por meio das mesmas configuracdes. Corroborando com a
propriedade de 2.5, tem-se que a esquerda do né posicionado em 0 e a direita do dltimo nd, o

B-spline admite valor nulo.

Em relacdo a Figura 4 (c), de grau m = 3, restringindo-se no intervalo em x de [0, 01; 0, 59],
considerou-se nés em 0,01; 0,15; 0,29; 0,43 e 0,58. Verifica-se que uma B-spline de grau
3 é construida por quatro componentes polinomiais de graus 3 e cinco nés, sendo estes se
interceptando em trés nds internos, o qual o primeiro segmento é formado pelos nés 0,01 e
0,15, o segundo segmento pelos nés 0,15 e 0,29, o terceiro segmento pelos nés 0,29 e 0,43 e
o quarto segmento pelos nés 0,43 e 0,58, assim, pode-se observar varios B-splines formados
por meio das mesmas configuracdes. Corroborando com a propriedade de 2.5, tem-se que a

esquerda do né posicionado em 0 e a direita do dltimo nd, o B-spline admite valor nulo. A
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Figura 4 (d) tém sua interpretacdo analoga as anteriores.

Harrell e Frank (2015) enfatizam que a escolha dos nés e a quantidade destes é associada
ao problema de pesquisa, uma vez que é levado em consideracao a porcao de dados disponiveis,
porém, recomenda-se a utilizacao de 4 a 7 nés, fator este justificado pelo fato de que se for
utilizado um ndmero grande de nés a curva resultante fica superajustada aos dados. Portanto,
com o objetivo de contornar tal situacao, sera utilizada uma funcdo de penalizacio sobre as

B-splines.

2.1.4 P-spline

Segundo Currie e Durban (2002) uma P-spline é definida como sendo uma combinac3o de
B-splines e uma funcio de penalizacdo de diferencas de ordem A? associada aos coeficientes
estimados das bases B-splines definido por v;, onde o uso dessa ferramenta auxilia na redugao
da flexibilidade das B-splines evitando entdo um superajuste da curva. Assim, a utilizacdo das

P-splines permite que o pesquisador fique livre na escolha do niimero de nés.

Os autores Eilers e Marx (1996) apresentam em seu artigo um resultado interessante a
respeito da modelagem envolvendo a combinacdo de B-splines, que diz respeito a integral da
segunda derivada ao quadrado pode ser expressa como uma funcdo quadratica nos coeficientes
associados ao somatério. Assim, a rugosidade de uma curva é expressa tomando uma base

com varios B-splines associada a uma penalizacao de tal maneira que:
b
R= [[f"(x)da, (2.5)

no qual [a,b] é o intervalo de estudo, f(z) é uma funcdo que compde somas de B-splines
f(z) = X}_, a;B;j(r). Porém, como ja foi mencionado, a integral definida em 2.5 pode ser
expressa como uma funcdo quadratica nos coeficientes associados ao somatério, ideia geral
da P-spline °, ou seja, substitui-se a 2° derivada, associada a penalizaco, por uma matriz de

penalizacdo discreta definida na equacdo (2.6):

S(f) = ﬁ{ﬂxi) - ilvajm)}? A (A,

S(f)=(—By)"(y—By)+ M Py, (2.6)

onde, d é definido como a ordem do operador de diferencas A para 74, € ainda, este pode
ser reescrito como uma matriz de dimens&o [(¢+1+p—d) x (¢+1+p)], onde g € Z e
d =p—1, B é definida como a funcao de base de regressao, A o parametro de controle da

suavizacdo e tem-se ainda que A? é calculado recursivamente por

At = A (A1)

A penalizacdo no método P-splines é baseada na diferenca finita dos coeficientes de regressdo adjacentes a
base B-spline.

5
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Para exemplificar tal situacao, a funcdo de penalizacdo é expressa por:

’}/TATA’}/:
(-1 0 00 -1 1 0 0 -- M
[ ] -1 00 --- o -1 1 0 --- V2
= M y Vis 1xn 0 1 0 0 0 0 0 —1 3
L . . . . - nXn . ) ) ) ’ nxn ) nx1
(-1 -1 0 0 - M
1 2 -1 0 - 7
- [’Yl,"',’)/k,"']lxn 0 -1 2 -1 ... Y3
L - ' ' : " daxn ) nx1
-n -2 0 0
o ] 7N 27w -7 0
= M » Vhs Ixn 0 —Y2 2”)/3 —V4
L ’ ’ ) " dnxn

’YTATA’Y = (’72 - ’71)2 + (73 - ’72)2 +oeet (7q - '7q—1>27

onde ¢ é definido como a dimensao da base dos B-splines. Uma das vantagens de aplicar
uma penalizacdo nos coeficientes B-splines é a reducdo da dimensionalidade do problema
do superajuste, pois independe do grau adotado para os B-splines, de tal maneira que é
possivel combinar qualquer ordem da penalidade com qualquer ordem das bases B-splines. Uma
interessante propriedade inerente ao uso de P-splines é que podem conservar os momentos dos

dados, ou seja, a média e a variancia da curva estimada serao semelhante as dos dados.

2.2 Dados Longitudinais

Com o surgimento de iniimeras técnicas para resolver problemas ligados a estatistica, a
modelagem vem sendo utilizada para responder perguntas associadas a varidveis respostas,
caracterizadas por serem mensuradas através de determinadas grandezas, tais como: tempo,
distancia, volume, dentre outros. De acordo com Vieira (2009), quando nos deparamos com
dados dessa natureza, o planejamento apropriado é um estudo longitudinal, onde, por sua vez,

observamos a variavel resposta em diferentes momentos segundo a unidade amostral.

Menciona Garcia e Marder (2017) que ao nos depararmos com problemas cujos dados s3o de
natureza longitudinal, onde a variavel resposta é analisada no decorrer do tempo repetidamente
em cada objeto de estudo, é possivel que os pesquisadores avaliem miltiplos aspectos de um
fendmeno, como: mudancas no(s) resultado(s) ao longo do tempo de acordo com os fatores de
risco associados, tempo de inicio da doenca e padrdes individuais ou de grupo ao longo do

tempo. Em algumas situacdes, descreve Almeida (2015) que as unidades observadas podem ser
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dependentes, ocorrendo assim uma correlacdo entre as observacdes, na qual é preciso utilizar

técnicas estatisticas apropriadas para tal situacao.

Para estudos longitudinais é necessario que as observacdes devam estar dispostas de tal
maneira que apresentem uma ligacao entre as variaveis resposta e explicativas. Na Tabela
1, encontra-se um esquema para a disposicdo dos dados longitudinais em que diferentes
observacoes sdao observadas em instantes de tempos distintos e, para cada observacao, a

variavel resposta e as covariaveis serdo observadas em cada instante de tempo.

Tabela 1 — Estrutura dos dados longitudinais

Unidade Covariaveis
amostral Variavel Resposta Tempo X
1 Y11 t11 T
1 Y12 t12 1
1 Y1p1 t1p1 1
2 Yo1 to1 )
2 Yoo t22 )
2 Y2p2 lop2 i)
Un1 Zfnl Tp
ynQ tn2 xn
n Ynpn tnpn Tn

Fonte — O autor.

Para realizar uma analise de dados longitudinais, devem ser considerados modelos estatisticos
que consigam descrever a relacao entre as repetidas observacGes na mesma unidade amostral,
ou seja, modelos com efeitos aleatérios em dois estagios, como proposto por Laird, Ware et al.
(1982). Modelos capazes de descrever o que foi dito anteriormente sdo caracteristicos por suas
distribuicoes de probabilidade pertencerem a uma Unica familia, em relacdo as respostas dos

diferentes individuos.

2.3 Modelo Linear Misto

De acordo com Laird, Ware et al. (1982) os modelos lineares misto sdo Gteis quando a
natureza dos dados é longitudinal, pois captam a correlacao entre individuos relacionadas com
as medidas repetidas, permitindo entdo ao pesquisador colher informacdes mais precisas a

respeito do comportamento médio dos individuos em estudo.

Segundo Monette et al. (2010), um modelo linear misto pode ser definido na forma matricial

para N unidades experimentais e n; observacoes feitas na i-ésima unidade experimental como:

yi:Xiﬁ—i—Ziui—i—e izl,...,N, (27)
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em que y; € uma matriz (n; x 1) da variavel resposta da i-ésima unidade amostral ou individuo
em estudo, X; é uma matriz (n; X m) de posto completo® das variaveis regressoras dos efeitos
fixos, 3 é uma matriz (m x 1) dos pardmetros fixos, Z; é uma matriz (n; X p), do i-ésimo sujeito
das variaveis regressoras dos efeitos aleatérios que contém p preditores, u; é um vetor(p x 1) de
pardmetros de efeitos aleatdrios e €; é uma matriz (n; x 1) dos erros aleatérios intra-individuos,

na qual:
€ N(O,Ri), izl,...,N,

no que se refere a u; € ¢;, estes sao independentes devido a condicdo de posto completo das
matrizes X e Z, G é uma matriz de varidncias e covaridncias (p x p), R; é também uma

matriz de varidncias e covariancias (n; x n;) dependente de i.

Para qualquer conjunto de variaveis 2, Zs, ..., Z, a matriz G de varidncias e covariancias

dos efeitos aleatdrios assume uma forma n3o estruturada:

Uy 02(U1) 0(U1;U2) U(Uhun)

U2 U(Uz,ul) 0'2(162)

G=Var| |=
: O-(un—la un)

U, 0 (Up, uy) e 0(UpsUp—1)  02(uy)

onde o%(u;) denota a variincia de u; e o(u;, u;,) denota a covariancia de u; e uy. De acordo
com Jones (1993) quando os uy tiverem as varidncias iguais e forem independentes a matriz
sera diagonal. O autor citado anteriormente define a matriz de variancias e covariancias dos

erros aleatérios R; como:

€1 g2 0 --- 0

€ 0 o2 -+
R; = Var _2 =1 ’ :

€n 0 0 - o?

onde o2 denota a variincia dos erros. Ressalta Liang e Zeger (1986) que tanto a estrutura da
matriz G como da R; podem ser descritas por diversas estruturas, sendo estas empregadas
individualmente ou em conjunto que é a forma mais utilizada. Assim a matriz de variancia e

covariancia de y; é definida por:
cov(yi) = Vi = ZIGZ;T + Ri, (28)

em que pode-se concluir que a correlacdo entre as observacdes tem influéncia da variabilidade

envolta de cada individuo Z;GZ ou pela matriz de covariancias intra-individuos R;. Em relac3o

© O ndmero de linhas (ou colunas) s3o linearmente independentes.
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a interpretacdo do Modelo Misto Linear definido em 2.7, sob a ética de dados longitudinais
com medidas repetidas, entende-se que Y; é uma matriz que contém os valores de yy, para o
i-ésimo individuo no k-ésimo instante, que de acordo com Pinheiro e Bates (2006) pode ser

expressa por:

yITk = [y117y127"' y Yingr Y21, Y225 70 5 Y2ngy © 0 7ynk]7

onde o i-ésimo sujeito é observado n; vezes, assim entende-se que o total de observacdes em

anélise pode ser expresso por N = S8 n;.

Se tratando das matrizes Z; e X;, descrevem Laird, Ware et al. (1982) que Z é uma matriz
denominada de incidéncia com dimens&o (n; X p) como ja foi descrito. Assim, Z; é definida
como uma matriz bloco diagonal da parte aleatéria, onde sua diagonal contém as matrizes
Z1,Z5,--- ,Zn. Ja a matriz X, define Monette et al. (2010) que é uma matriz (n; X m) das
variaveis regressoras dos efeitos fixos que é composta por n valores para m preditores sendo

estes assumidos sem erros.

Ainda se referindo a interpretacdo das componentes do modelo, como ja foi descrito, tem-se
que u; € um vetor (p X 1) de pardmetros de efeitos aleatérios. Jones (1993) descreve que
U = (Ui, Ungy - - - ,u(p_l)i] é desconhecido e esta associado a cada Z; e cada u; é um parametro
de efeito aleatério especifico que pode ser defindo como a diferenca dos coeficientes dos p
preditores para o i-ésimo individuo. J& a matriz ¢; é uma matriz (n; x 1) dos erros aleatérios

€k intra-individuos que segundo Jones (1993) pode ser expressa por:

T _
€ = [61176127"' y €1ng, €21,€22,° °° , €2ng, " ° " 7€nk.]7

Menciona Verbeke e Molenberghs (2009), que os pardmetros que precisam ser estimados
s30 as variancias e covariancias dos efeitos aleatérios G, as variancias e covariancias dos erros

R; e os de efeitos fixos 5.

Afirmam Laird, Ware et al. (1982); Pinheiro e Bates (2006) que por meio dos erros das
estimativas da média intra-individuos, cuja dependéncia é observada, que a covariancia pode
ser expressa, no qual nos modelos usuais os erros aleatérios sdao independentes e utilizados
para determinar a variancia. Como a variabilidade dos dados é ocasionada por fatores que sao
mensurados nas co-variaveis entre e intra-individuos, incluem-se no modelo a parte aleatéria.

Essa variabilidade ocorre devido a efeitos de confundimentos que sdo omitidos ou ndo observados.

2.4 Estimacao dos Efeitos Fixos

Considerando o modelo 2.7, tem-se que a distribuicdo marginal de y é definida por :

1 1 Ty —1
f(y)zmexp{—i[(Y—Xﬁ) Voi(y = X8},
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com média E[y] = X[ e varidncia dada pela equacdo matricial 2.8. Assim,

y ~ N(X3,Z;GZT + R)),

A funcdo log-verossimilhanca de (3, u, 02, 02) é expressa por:
2 2 n 1 1 Ty -1
L(y; B,u,0,,0¢) = —5log(2m) — Slog(V) = Sl(y = B)" V™ (y — B)] (2.9)

Derivando a equacao 2.9 em relacdo a [ e igualando a zero, tem-se que as estimativas dos

efeitos fixos é

B=(XTv1x)IxTy Yy (2.10)

2.5 Predicao dos Efeitos Aleatorios

De acordo com Jones (1993), a predicdo dos efeitos aleatérios é dada pelo melhor preditor
linear n3o viesado denominado (Best Linear Unbiased Prediction - BLUP), onde é imposta a

suposicao de que a distribuicdo condicional de y dado u é expressa por:

ylu ~ N(XS5 + Zu,R),

com sua funcdo densidade definida por:

1

1
——exp{—=[(y — XB —Zu)R (y — X3 — Zu)]}, 2.11
TSHEE pi—5lly — X5 ) (y - Xp )1} (2.11)

fylu) =

e como foi definido na expressdo 2.8, tem-se que a funcdo densidade de u é expressa por:

1 1
w) = ———exp{—=[u G 1u]}, 2.12
) = Gl G ) 1)

Robinson et al. (1991) mostram que a estimagcdo BLUP de 3 e u envolve minimos quadrados
generalizados envoltos de um termo de penalizac3o, o qual é expresso por 37 G~13. Além
disso, apresentam como é realizada esta estimacdo, em que, por meio da funcdo de densidade

conjunta definida por f(y,u) = f(y|u).f(u) e as equacdes 2.11 e 2.12 tém-se:
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1

f(y,u)z 1 1
RG]

exp{— [y — X8 — Zu)"R M (y — X5 — Zu) + 5TG 5]},
(27)>2 2

e sua funcdo de verossimilhanca definida por:

1
Uy, u) = —5{nlog(2m) + log(R) + log(G) + (y — X3 — Zu)"' R~ (y — X — Zu) + 3G},
(2.13)
e assim as solucdes para 5 e u sdo dadas por:

BLUE(B) = B=X"V'X)"'X"vly
e BLUP(u) = @=GZ'V 'y —Xp)

Advoga Schaeffer (2004) que 5 contido no BLUP de u é substituido por (X7V1X) "1 X"V 1y
e mais, o BLUE de 3 é semelhante a solucdo de minimos quadrados generalizados 2.10. Assim,
o BLUP(3, u) é definido por:

[ . ] = [K"RK+T]'K'R™y,
a

0 0
definindo-se, K=[X Z]eT =

0 G71

2.6 Estimacdo de Maxima Verossimilhanca Restrita (REML)

Corbeil e Searle (1976) descrevem que as estimativas obtidas pelo método da méxima
verossimilhanca possuem viés, uma vez que nao sao considerados os graus de liberdade que sao
utilizados para a estimacao dos efeitos fixos. Assim, ao invés de utilizar o método da maxima
verossimilhanca, utiliza-se o método da maxima verossimilhanca restrita (REML) Schall (1991),
no que diz respeito a este método, leva-se em consideracao os graus de liberdade da estimacao

dos efeitos fixos. Assim, a funcao log-verossimilhanca restrita é definida por:

1
lremr(V) = 1,(V) — 5log(XT\/—l)() (2.14)
Derivando a equacao 2.14 e igualando a zero obtém-se:
_ 1 C1\—
V= U—?[I —Z(Z"Z + oG 'Z7),

obtendo as estimativas dos componentes de variancia.
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2.7 Graus de Liberdade Efetivos

Durban (2018) menciona que se no modelo P-spline reescrito como modelo misto o
parametro de suavizacao A for igual a zero, entdo os graus de liberdade de ajuste do modelo
configuram a dimens3o da matriz base B subtraido o nimero de restricoes do modelo, porém,
se 0 parametro de suavizacdo A for muito grande, o modelo é dito ser pouco flexivel e entao
terd pouquissimos graus de liberdade, tem-se ainda que para definir os graus de liberdade de
ajuste nesse tipo de modelo utiliza-se o traco da matriz H,. Assim, considerando um modelo

P-spline com b nés e diferenca de ordem d, a dimensao é:

gl(\) = traco(Hy) = traco[B(B" B + \P;) ' B"]

Durban (2007) apresenta um resultado a respeito dos graus de liberdade de ajuste, o qual
denomina como graus de liberdade efetivos em que este consiste em uma boa aproximacao da
dimensao do vetor de parametros definido pela matriz de suavizacdo, em que o traco da matriz
H) dependera do parametro de suavizacdo A e mais, os valores positivos de \ refere-se aos

graus de liberdade efetivos, ou seja

d+1<glN) <d+1+b

ou seja, se A é muito pequeno, tem-se que o traco(H,) = d+ 1+ b. J4, se A é muito grande o
traco(H,) =d + 1.

2.8 Critério de Selecao do Parametro de Suavizacao

Segundo Ruppert, Wand e Carroll (2003) o parametro de suavizacdo em qualquer método
de suavizacdo tem sua utilidade voltada para controlar a suavidade da curva, porém, nos
modelos P-splines sua funcionalidade é penalizar os coeficientes que estdo muito distantes um
do outro, deixando claro que se o valor do pardametro A for muito grande os coeficientes da base
B se aproximardo de zero, logo, o ajuste das curvas aproxima-se de um ajuste polinomial. Ja
quando o valor de A for muito pequeno, utiliza-se 0 método dos minimos quadrados ordinéarios.

A Figura 5 apresenta as curvas ajustadas para diversos valores de A:
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»=0.001 r=1

Figura 5 — Curvas ajustadas por meio de P-splines com diversos valores de A

Na literatura, encontram-se diversos métodos para a selecdo do parametro de controle da
suavizacdo, um destes é o Método de Validacdo Cruzada, definido por Friedman, Hastie e
Tibshirani (2001) como:

-3l
ne= |1-HYJ '
em referéncia a este critério, tem-se que é uma generalizacdo do critério de Validacdo Cruzada
OrdQinéaria, o qual baseia-se em tirar uma observacao e ajustar o modelo com as observacdes
restantes e entdo calcular o quadrado da diferenca entre o valor retirado e o valor predito.
Assim, em oposicao a realizar este processo n vezes, utiliza-se os elementos Hlj da matriz
diagonal de suavizacdo H, (CRAVEN; WAHBA, 1978). Um resultado que generaliza o Critério
de Validacdo Cruzada, denominado Critério de Validacdo Cruzada Generalizada, proposto por
Friedman, Hastie e Tibshirani (2001) é definido por:

2 2

n A
i=1 =izl A
n

GCV(A

1 n
Hii = Z trago H>\) ’
2 iz |1 ——,—

1
n n

em que Y1, Hi é o trago(H,). Os autores Craven e Wahba (1978) ressaltam que a diferenca
entre as duas quantidades é infima e assim o melhor \ serd aquele que minimiza C'V () ou

GCV(N).
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2.9 Estruturas das Matrizes de Covariancia

De acordo com Pinheiro e Bates (2006), as estruturas de correlacdo sdo utilizadas para
modelar a matriz de covariancia V; referindo-se a dependéncia entre as observacoes e se
tratando de modelos de efeitos mistos, elas sdo utilizadas para modelar a dependéncia entre os
erros dentro do grupo. O autor citado anteriormente ainda define que as estruturas de correlacdo
s3o isotrépicas’ e a correlacdo geral do erro dentro do grupo é expressa para i=1,--- ,k e k/,
emque k' =1,---,ny, tal que:

cor (€, €xr) = hld(pir, pirs), p),
onde p denota o vetor de pardmetros de correlacdo e h(.) é uma funcdo de correlacdo definida
entre -1 e 1. Segundo Monette et al. (2010), assumindo a continuidade do vetor de parametros
em p tem-se que h(0,p) = 1, ou seja, se duas observacdes tiverem posicdes idénticas, a
correlacdo é igual a 1. Como a variancia de y; esta relacionada com as componentes Z;GZ{ e

R; é possivel descrever a estrutura de G ou R.

Os autores Jones (1993); Bozdogan (1987); Littell et al. (1996); Wolfinger (1993) citam

que as principais estruturas de matriz de covariancias em uma dimensdo 4 x 4 s3o:

Simetria Composta (CS);

N&o Estruturada (UN);

Auto-regressiva de primeira ordem AR(1);

Auto-regressiva de primeira ordem com média mével ARMA(1,1);
Auto-regressiva heterogénea de primeira ordem (ARH1);
Componentes de Variancia (VC);

Toeplitz (TOEP);

Simetria Composta Heterogénea (CSH);

Huynh-Feldt (HF).

Simetria Composta (CS)

Esta estrutura de covariancia é caracterizada pela igualdade das varidncias e covariancias
entre todos os erros dentro do grupo e é considerada a estrutura de correlacdo mais simples. A

correlacdo pode ser expressa por:
cor(ep, i) = p, Yk #K, h(i,p)=p, i=1,2,---,N

sendo o Unico parametro de correlacdo p definido como o Gnico coeficiente de correlacio

intra-individuos. Assim, a matriz é expressa por:

o?+o0? o} o? o?
2 2 2 2 2
V. — o1 0° + 07 o1 o1 ‘
l o2 o2 o’ + o3 ol ’
1 1 1 1
o? o? o? o? + o}

7 A correlacio entre dois erros €;;,€;; dentro do grupo sio assumidas serem dependentes .
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N&o Estruturada (UN)

Esta estrutura de covaridncia é caracterizada por impor variancias e covariancias distintas
entre todos os erros dentro do grupo, ou seja, cada correlacao é representada por um parametro

diferente. A correlacdo pode ser expressa por:
COT(Eikn Eik’) = Pk, vk 7é kla h(Z, Pk) = Pk, k= 1a 27 e 7N

essa estrutura de correlacdo muitas vezes levard a modelos super-parametrizados. Quando ha
relativamente poucas observacdes por grupo, a estrutura de correlacdo geral é Gtil como uma
ferramenta exploratéria para determinar um modelo de correlacdo mais parcimonioso. Assim, a

matriz é expressa por:

2
01 012 013 014

2
012 05 023 024

2
013 023 03 034

014 O24 034 Oy

Auto-regressiva de primeira ordem AR(1)

Essa familia de estruturas de correlacdo inclui de acordo com Box, Jenkins e Reinsel (1994)
diferentes classes de modelos estacionarios lineares: Os modelos auto-regressivos, os modelos
de média moével e a mistura de modelos de média mével e auto-regressivos. Estes também sao
chamados de modelos Box e Jenkins. A estrutura AR (1) é uma das mais Gteis. Sua funcdo
de correlacdo diminui em valor absoluto exponencialmente com /ag.® A correlacdo pode ser

expressa por:
COT(Eikaeik’) :¢k7 h(]7¢) :¢k7 k:O71727"' 7N

O parametro de correlacdo (nico, ¢, representa a correlacdo de lag-1 e obtém valores entre -1
e 1. A estrutura AR (1) é caracterizada pela igualdade de varidncias e a covaridncia decresce
a medida que as distancias entre as medices aumentam e é uma das poucas estruturas de
correlacdo que podem ser generalizadas para medicGes de tempo continuas. Os autores Box,
Jenkins e Reinsel (1994) definem que um tempo continuo na estrutura de correlagdo AR (1) é
denotado por CAR (1) e as componentes k e ¢ sdo maiores ou iguais a zero. Assim, a matriz é

expressa por:

o2 J2¢ 02¢2 02¢3

O'2¢ 0.2 O-Q(b O.2¢2

Vi= 2,42 2 2 2 )

o°p* o o o ¢

U2¢3 o2 ¢2 02¢ o2

8 A distancia, ou lag, entre duas observacdes ¢; e ¢, é dada por |t — s|. Entdo lag-1 refere-se a observacdes
separadas por uma unidade de tempo e assim por diante.
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Auto-regressiva com média mével ARMA(1,1)

Esta estrutura de covariancia é caracterizada por assumir que a correlacdo dos dados é
observada no tempo, cujo este é um valor inteiro e, usa-se a notacao ¢, para se referir a uma
observacao feita no tempo t. Modelos auto-regressivos de média mével, chamados modelos
ARMA, s3o obtidos pela combinacdo de um modelo auto-regressivo e um modelo de média
moével. Antes de falarmos dos Modelos auto-regressivos de média movel é preciso citar o modelo
de média mével cuja estrutura de correlacdo assume que a observacdo atual é uma funcdo

linear de termos de ruido ° independentes e identicamente distribuidos.

€ = Glat_l + -+ ant—q + a (215)

em que [a;] é o ndmero de termos de ruido incluidos em 2.15, g é chamado de ordem da
estrutura de covariancia de média mével, que é denotado por MA(q) onde existem q parametros

de correlagdo, dado por 0 = (6, -- -, 0,). A correlagdo pode ser expressa por:

0j+ 0101+ +0i 40
h(j,0) = 1467 +--- + 62

) j:]-a"'vqa

onde observacdes com mais de g unidades de tempo separadas ndo sao correlacionadas, pois
ndo compartilham termos comuns de ruido [at]. Como ja foi mencionado que a estrutura de
correlacdo ARMA (p,q) é obtida pela combinacdo de um modelo auto-regressivo e um modelo
de média mével, assim de acordo com Jones (1993), uma observacdo no tempo t ¢, é definida

por:

p q
€ = Z ¢j€t—1 + Z ekat_k + ay.
j=1 k=1

onde os parametros p + ¢ de correlacdo p correspondem a combinacdo dos p parametros
auto-regressivos ¢ = (¢y,---,¢,) € os g parametros de média mével § = (6y,---,6,). A

correlacao pode ser expressa por:

G1h(li — 1, p) + -+ + dph(li — pl, p)+

sendo (i, ¢, 0) = Ele;_;a;]/Var(e), onde (i, ¢,0) = 0,i = 1,2,--- , uma vez que neste caso
€;—; € a; sdo independentes e assim F[a;] = 0. Assim, pode-se concluir que ARM A(p,0) =

AR(p) e ARMA(0,q) = MA(q) e mais, os modelos auto-regressivo e média mével sio

9 O ruido branco [a;] indica que as amostras s3o observadas como uma sequéncia de variéveis aleatérias n3o

auto-correlacionadas com média zero e variancia finita (ZIVOT; WANG, 2006).
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exemplos particulares do modelo ARMA (p,q). Tem-se ainda que a funcdo de correlagdo para
um modelo ARMA (p, q) se comporta como a funco de correlacdo de um modelo AR (p)
para lags maiores que g e como uma funcdo de correlacdo AR (p) mais um termo relacionado

a parte da média mével do modelo entre lags 1 e g. Assim, a matriz é expressa por:

o? o0 o%0¢ o209
29 2 20 20

vi=| ° o ob o (2.16)
a0 o0 o? %0

a?09® %09 o020 o?

Auto-regressiva heterogénea de primeira ordem ARH (1)

Destaca Davidian (2017) que esta estrutura de covaridncia é uma generalizacdo da estrutura
AR(1) e é caracterizada pela desigualdade de varidncias e covariancias em que p é o parametro
auto-regressivo satisfazendo a seguinte condicdo |p| < 1. Tem-se que a estrutura ARH(1) é
utilizada apenas se os dados sao igualmente espacados no tempo n; e envolve n; + 1 parametros.

Assim, a matriz é expressa por:

of  0100p o103p° 0104p°
Vi _ 0201pP O'% 02030 0'20'4p2 )

030102 0302p 032, 03040 ’

O'4O'1p3 0'40'2p2 0403p O'i

Componentes de Variancia (VC)

Segundo Davidian (2017) que esta estrutura de covariancia é considerada a default na
maioria dos softwares estatisticos . Tem-se que a estrutura VC é definida com variancias iguais

e correlacdes nulas. Assim, a matriz € expressa por:

o2 0 0 0
Vi — 0 o> 0 0 ;

0 0 o 0

0 0 0 o2

Toeplitz (TOEP)

Esta estrutura de covaridncia de acordo com Davidian (2017) é semelhante a estrutura
AR(1), mas com correlacBes varidveis a medida que as distancias entre os tempos crescem, ou
seja, a correlacdo depende de um /ag, mas nao de forma exponencial. Esta estrutura pode ser

definida ainda como sendo uma estrutura de médias méveis cuja ordem é igual ao tamanho da
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matriz. Assim, a matriz é expressa por:

g 012

019 0'2

013

012

014

013

012 O 012
014 013 012 O

Simetria Composta Heterogénea (CSH)

Menciona Gouveia (2013) que esta estrutura de covaridncia é caracterizada por haver
diferentes variancias para cada elemento da diagonal principal e algumas covaridncias distintas
e o coeficiente de correlagdo é definido de tal maneira que |p| < 1 e mais, essa estrutura
contém n; + 1 parametros. Tem-se ainda que as estruturas CSH e ARH(1) permitem variancias
distintas ao longo da diagonal principal e sdo extensdes das estruturas basicas CS e AR(1).
O coeficiente de correlacdo p da estrutura CSH permanece constante, e para a estrutura
ARH(1), p é um coeficiente auto-regressivo, o que significa que as correlacdes vio decrescendo

exponencialmente. Assim, a matriz é expressa por:

2
01 01020 01030 0104p
2
V. — 02010 0y 02030 02040 .
i— )

2
0301p 0302p 03 0304p

2
04010 04020 0403pP 0y

Huynh-Feldt (HF)

Destaca Littell et al. (1996) que esta estrutura de covaridncia é caracterizada por conter
n; + 1 parametros e ser semelhante a CSH, uma vez que cada elemento da diagonal principal
contém variancias distintas, ou seja heterogeneidade ao longo da diagonal principal. Tem-se
ainda que na estrutura HF, cada elemento fora da diagonal é obtido pela média aritmética de
duas variancias, subtraido do pardametro desconhecido )\, onde \ é a diferenca entre a média

das variancias e a média das covariancias. Assim, a matriz é expressa por:

2 2 2
(03 +01) 52 (o3 +03)  (o3+0d)
2
v, = 2 2 2 ;
2 2 s 2

Assim, pode-se concluir que na estrutura CS, todas as covariancias sao iguais e, na VC, as
(co)variancias s3o nulas e que as demais estruturas consideram diferentes covarincias para
cada par de medidas. E ainda, observa-se que as estruturas que se caracterizam por haver

homogeneidade das variancias sdo: Simetria Composta (CS), Auto-regressiva de primeira ordem
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- AR(1), Auto-regressiva de média mével ARMA (1,1), Toeplitz (TOEP) e Componentes
de Varidncia (VC). J& as estruturas que se caracterizam por haver heterogeneidade das

variancias sdo: Ndo Estruturada (UN), Auto-regressiva heterogénea de primeira ordem ARH
(1), Huynh-Feldt (HF) e Simetria Composta Heterogénea (CSH).

Na literatura existem outras estruturas de variancias e covariancias, assim, pode-se ques-
tionar: Qual melhor estrutura de variancias e covariancias a ser testada? De acordo com os
autores Littell et al. (1996); Vonesh e Chinchilli (1996); Davidian (2017); Lima e Demétrio
(1996); Wald (2000) e Diggle (1988) é aconselhavel utilizar varias estruturas de varidncia e
covariancia e que realize a escolha da estrutura mais parcimoniosa, explicativa, por meio do
critério de informacdo de Akaike (AIC).

2.10 Autocorrelacao nos Residuos

Um importante pressuposto na anélise de regressao é que os erros sejam independentes
ou, pelo menos, ndo correlacionados. Ruppert, Wand e Carroll (2003) descrevem que se essa
suposicao for falsa, a estimativa dos minimos quadrados pode ser ineficiente, e assim a principal
ferramenta para detectar a dependéncia (correlacdo) dos erros é a funcdo de autocorrelacdo
dos residuos, em que o k-ésimo lag da autocorrelagdo amostral é definido por p(k), isto é, é a

correlacdo amostral entre ¢; e ¢;_j, emque k+1 <1< n.

Por exemplo, as medidas de autocorrelacao lag-1 e a correlacdo entre residuos adjacentes,
para k =0,1,--- ,n — 1 é definda por:

o) = S
i=16;

Logo, se os erros forem independentes, entdo j(k) é distribuido aproximadamente normal com
média 0 e variancia +. Tem-se ainda que qualquer valor de |5(k)| que excede % é significativo.
Um resultado recorrente, é que mesmo havendo um grande nimero de autocorrelacdes da
amostra, algumas devem ser significativas por acaso, isso acontece pelo fato de que, se existir
a autocorrelacdo, essa deve manifestar-se em pequenos intervalos, ou seja, sera significativa
para k =1,2.

Por exemplo, para dados mensais, considera-se a autocorrelacdo em k = 12, onde se a
autocorrelacdo n3o for significativa, é razoavel assumir que os erros sao independentes. Com
relacdo a dados longitudinais, estes sdo frequentemente correlacionados e é necessario verificar

a autocorrelacdo.
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Figura 6 — Grafico de autocorrelacdo

A Figura 6 apresenta os 24 primeiros valores da autocorrelacdo dos residuos de um modelo
ajustado em um problema de Chatterjee, Handcock e Simonoff (1995), cujo os dados sdo de um
estudo referente ao consumo de eletricidade a partir de uma (nica residéncia ao longo do tempo.
Observa-se que as linhas tracejadas horizontais estdo em :tln, correspondente a aproximacao
do intervalo de confianca de 95% sob o pressuposto de independéncia. A autocorrelacdo dos
valores em k = 1 e k = 10 sao significativas. A autocorrelacdo significativa em k& = 10 pode

ser devido ao acaso como mencionado.

2.11 Modelos Mistos Aditivos Generalizados (GAMM)

Durante a ultima década, é visto o avanco na utilizacdo de P-splines no contexto de
modelos aditivos generalizados. O fato deve-se a possibilidade de reescrever o termo linear por
soma de funcBes suaves n3o conhecidas, nao especificadas de uma forma paramétrica, ou seja
X,y = Y. w57y é substituido por uma fungdo ndo paramétrica de suavizagdo Y f;(x;;). Neste
ambito, é possivel incluir efeitos aleatérios peculiares aos sujeitos, passando a ter uma nova
classe, denominada Modelos Aditivos Generalizados Mistos (GAMM).

Devido a suposicdo de linearidade entre a variavel resposta e as variaveis regressoras em
termos de uma funcdo de ligacdo, os Modelos Lineares Generalizados (GLM) ja n3o s3o
satisfatérios referindo-se a uma possivel nao-linearidade. Diante disso, a utilizacdo de modelos
ndo paramétricos e semi-paramétricos sdo candidatos para tal situacdo, uma vez que estes
s3o alternativas para a modelagem n&o-linear (MAGNANINI et al., 2010). No que se refere
a essas técnicas, pode-se destacar os Modelos Aditivos Generalizados, que é uma extensao

dos Modelos Lineares Generalizados, uma vez que a suposicdo de linearidade entre a variavel
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resposta e as varidveis regressoras em termos de uma funcdo de ligacdo nao é imposta. O

Modelo Aditivo Generalizado é descrito por Durban (2018) como:
gy =n = Po+ flar) + flw) + -+ flap) =
= Bo+ Y fi(wi)

onde f(z;) sdo fun¢des de suavizacdo, e mais, esses modelos tém a caracteristica atraente de

modelar os efeitos das covariadveis sobre a resposta como uma soma de efeitos individuais.

Destaca Wood (2017) que os GAM sdo (teis quando:

e A relacao entre a variavel resposta e as varidveis regressoras é complexa, em que um

modelo linear ou n3o-lineares candnicos nao siao capazes de ajustar-se;
e N3o ha suposicbes de um modelo especifico;

e O objetivo é deixar os dados falarem por si s6, de tal maneira que estes indiquem a forma

funcional.

Durban (2018) menciona que os Modelos semiparamétricos permitem misturas de componentes

lineares (paramétricos) e n3o paramétricos, ou seja:

Yi = Bo + Brvr + -+ Biwy + fi(zj) + -+ fe(zjn) + 6
sendo f1(.); fa(.),- -, fu(.) funcBes suaves desconhecidas de z, 41, 49, -, Tjtk-

Currie e Durban (2002) citam que o modelo adequado é aquele que permite estimar as
curvas de diferencas especificas entre individuos usando termos suaves ndo paramétricos, ou
seja, levando em consideracdo que ha a presenca do efeito aleatério a cada individuo, onde neste
modelo é incorporado uma funcdo g(.) ndo paramétrica de suavizacdo e que ha a interacdo
entre grupos de tratamentos com o preditor continuo, com o objetivo de descrever as trajetdrias
individuais médias e verificar diferencas em cada um destes grupos. Assim, de acordo com

Currie e Durban (2002) este modelo pode ser descrito como:
L

Yij = D utra + f(xij) + gi(wi) + €5, (2.17)
1=2

no qual, 7; corresponde a um vetor contendo os parametros associados aos tratamentos
(Y1, - )s Gi(Tij) = ain + apxi; + Zivg e f(x;;) é uma funcdo de suavizagdo que explica
a trajetdria de cada individuo e z;; indica a i-ésima unidade amostral observada no j-ésimo

instante. Tem-se ainda que a funcdo f(z;;) é estimada utlizando P-splines e mais,

o (ai1,a;2) ~N(0,X)
® €~ N(0,0’e)

1

0, caso contrario

; , se o i-ésimo sujeito recebe o tratamento /
® Ty =
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e v, ~ N(0,0?)

onde as curva especificas as unidades amostrais g;(.) possuem componentes paramétricas
a;1 + azr;; € ndo paramétricas Z;vy sendo ambas aleatorias. Assim, pode-se escrever o modelo

2.17 na sua forma matricial como:
Y=XS+Zu+e¢

a matriz de efeitos aleatérios Z é definida por:

Zi Xi 0 -+ 0 Z 0
z - |70
Zw 0 0 -+ Xy 0 0 - Z,

O vetor de efeitos aleatdrios é expresso por:
u = (ur,- -, Uk, 11,012, ", Qm1, G2, V1, * 5 VK )

E a matriz de covariancia é escrita como:

o2l 0 0
G =Cov(u) = 0 blocodiagonaly<i<m >
0 0 a2l

2.12 Selecao de Modelos

A escolha ou selecao do modelo que melhor explica os dados é sem ddvida parte primordial
em qualquer analise estatistica inserida no contexto de modelagem. Ha inliimeros testes e
critérios para selecao de modelos na literatura, sendo um destes o o critério de informacao
de Akaike (AIC). A ideia por tras deste critério é comparar modelos, expresso pela seguinte
equacao:

AIC = —21(0) + 2p, (2.18)

A

sendo [(f) o logaritmo da funcdo de verossimilhanca aplicada no estimador de méaxima
verossimilhanca de 6, 6. Assim, o modelo satisfatério serd aquele que apresenta o menor
valor da estatistica AIC.

2.13 Aspectos computacionais

Utilizou-se o software R, versdo 3.6.0, tanto para o tratamento dos dados como para
o ajuste dos modelos utilizados. Utilizou-se a funcdo gamm do pacote mgcv de (WOOD,

2017) para a modelagem envolvendo modelos mistos aditivos generalizados. O método de
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estimacdo selecionado foi o REML por meio da funcdo method, a funcdo Ime do pacote
nlme de (PINHEIRO et al., 2019) foi utilizada para os ajustes dos modelos mistos. Para
selecionar as bases B-splines utilizou-se a funcido bs do pacote splines. Para a construcdo dos
graficos utilizou-se os pacotes lattice de (SARKAR, 2008), latticeExtra de (SARKAR;
ANDREWS, 2016) e ggplot2 de (WICKHAM, 2016).
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CAPITULO 3

1° ENSAIO: REPRESENTACAO DE
P-SPLINES COMO MODELOS
MISTOS: APLICACAO EM UM
ESTUDO LONGITUDINAL COM
DADOS DE ARGAMASSA

3.1 Descricao do Experimento

O experimento que deu origem ao conjunto de dados deste trabalho foi executado por
Canova (2008), em que o experimento foi desenvolvido utilizando adicdo de pé de borracha
moida de pneus inserviveis na composicao de dois tipos de argamassa de revestimento, visando
a ocorréncia da reducdo da exigéncia de agua para a consisténcia padrdo obtida na argamassa

maturada seca.

Para avaliar o teor de p6 de borracha e o fator argamassa nas propriedades dos pneus
estudadas, foi utilizado um experimento fatorial completo. Isto é, foram considerados 5 niveis
para a variavel teor de pé de borracha (0%, 6%, 8%, 10% e 12%), 2 niveis para a variavel
Argamassas (argamassa maturada com pé de borracha e argamassa maturada seca com 60
dias de armazenamento com adicdo de p6 de borracha), e 6 repeticdes que é igual ao nimero

de corpos de prova ou experimentos, totalizando 60 corpos-de-prova.

A argamassa contendo como aglomerante a cal virgem e como agregado mildo a areia
fina lavada de rio recebeu a denominacao de simples, como normalmente é chamada. A
argamassa simples, ap0ds receber a adicao de cimento, passa a ser uma argamassa composta,
aqui denominada argamassa maturada, embora se saiba que a maturacao é feita antes da
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adicao de cimento. A identificacdo da argamassa maturada como uma composicao de referéncia
recebeu a denominacao Am. A argamassa simples de cal virgem e areia que passou pelo
processo de maturacdo, foi seca em estufa e recebeu o acréscimo de adicdo de cimento, foi
denominada argamassa seca em estufa. A identificacdo dessa argamassa como uma composicdo
de referéncia recebeu a denominagdo As (CANOVA, 2008).

O experimento baseou-se no procedimento da NBR 9779/1995, porém observou que a
ascens3do capilar atingiu o topo do corpo-de-prova em menos de 5 horas. Como a Norma
expoe que o ensaio nao tem significado se a ascensdo capilar maxima atingir a altura do
corpo-de-prova, foi necessario fazer alteracdes nos tempos colocados pela metodologia sugerida
para realizacdo das leituras. Adotaram-se tempos para as leituras, como segue: até os 90
minutos a cada 10 minutos, de 90 a 150 minutos a cada 15 minutos, de 150 a 360 minutos
a cada 20 minutos, de 360 a 450 minutos a cada 45 minutos e de 450 a 1.350 minutos a
cada 60 minutos. Para acompanhar a altura da umidade superficial do corpo de prova, foram
feitos marcos a cada 1 cm na altura do corpo-de-prova em trés geratrizes, para facilitar as
leituras. Apds a umidade atingir o topo do corpo-de-prova, fez-se o rompimento diametral,

para observacBes na parte interna do corpo-de-prova (CANOVA, 2008).

3.2 Resultados

Buscou-se relacionar a evolucdo do peso de dois tipos de argamassa apés a absorcao de agua

por capilaridade, considerando o nivel de concentracao do teor de pé de borracha adicionado.

A Tabela 2 apresenta as estatisticas resumo da varidvel resposta para cada um dos niveis
de concentracdo, em que pode-se concluir que a média do peso da argamassa em relacao a
cada um dos teores variam de tal maneira que a média do peso dos corpos-de-prova cujo teor
adicionado foi de 0% é de 358, 3g, j& a média do peso dos corpos-de-prova cujo teor adicionado
foi de 12% é de 316, 1g

Tabela 2 — Medidas resumo do peso dos corpos-de-prova para cada nivel de concentracao.

Teores n Média Desvio Padrao Min. Max. Coeficiente de

Variacado
1 0% 12 3583 12,40 3256 3821 0,034
2 6% 12 336,1 9,87 308,4 357,4 0,029
3 8% 12 3273 8,48 304,7 345,8 0,025
4 10% 12 3251 8,32 302,1 3449 0,025
5 12% 12 316,1 7,76 294,8 336,6 0,024

A Tabela 3 apresenta as estatisticas resumo da varidvel resposta para cada um dos niveis
de concentracdo, considerando os dos tipos de argamassas, no qual conclui-se que a média do
peso da argamassa maturada com pé de borracha é superior que a média do peso da argamassa

maturada seca. Quanto aos niveis dos teores adicionado, a média do peso dos corpos-de-prova
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é superior em ambos os tipos de argamassa no nivel de concentracdo de 0%, sendo 356, 50g e
360, 20g respectivamente, evidenciando que quanto maior o nivel de concentracdo, menor é o

peso, em média, dos corpos-de-prova em ambos os tipos de argamassas.

Tabela 3 — Medidas resumo do peso dos corpos-de-prova para cada nivel de concentracao,
considerando os dois tipos de argamassas.

Teores n Média D.P Min. Max. cVv

As Am As Am As Am As Am As Am As Am
0% 6 6 356,50 360,20 11,79 12,79 32560 327,60 37550 382,10 0,03 0.03
6% 6 6 336,90 335,20 8,56 11,03 312,70 308,40 352,00 357,40 0,02 0.03
8% 6 6 326,30 328,60 8,27 8,60 304,70 308,40 345,00 34580 0,02 0.02
10% 6 6 325,00 325,30 7,77 9,01 304,10 302,10 342,70 344,90 0,02 0.02

12% 6 6 314,70 318,00 6,04 9,27 299,20 294,80 327,70 336,60 0,01 0.02
D.P = Desvio Padrdo; C.V = Coeficiente de Variacdo; As = Argamassa maturada seca; Am = Argamassa
maturada com pé de borracha.

A Figura 7 apresenta o box-plot da varidvel resposta para cada um dos teores e o box-plot
da variavel resposta considerando ainda os dois tipos de Argamassas, em que pode-se concluir

que nos niveis de concentracao mais altos, a média do peso dos corpos-de-prova diminui.
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Figura 7 — Box-plot do peso dos corpos-de-prova para cada nivel de concentraciao do pé de
borracha dos pneus inserviveis e box-plot para cada tipo de argamassa.

A Figura 8 apresenta os graficos de perfis médio da variavel resposta para cada um dos
corpos-de-prova e os graficos de perfis médio da varidvel resposta para cada tipo de Argamassa,
verificando-se um comportamento crescente conforme varia o tempo, e mais, vé-se ainda um

comportamento oscilatério jad no instante inicial.
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Figura 8 — Perfil médio global para cada corpo-de-prova e perfil médio para cada tipo de
argamassa observado no tempo

A Figura 9, apresenta o grafico de dispersdo por teores, no qual observa-se uma curva de
ajuste para cada teor levando em consideracdo cada tipo de argamassa e mais, verifica-se uma
quantidade de observacdes que estdo fora dessa curva de ajuste, ou seja, existe a possibilidade
de existir uma variabilidade entre essas observacoes, justificando-se o fato de poder utilizar

algum tipo de suavizacdo que leve em consideracdo a variabilidade constatada.
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Figura 9 — Gréfico de dispersao do peso dos corpos-de-prova para cada tipo de argamassa e
niveis de concentracdo do p6 de borracha dos pneus inserviveis.

Verifica-se ainda que o peso observado apds a absorcdo de agua por capilaridade em
cada tipo de argamassa, apresenta muita variacao entre o intercepto e inclinacao das retas
que foram ajustadas, isso leva a considerar modelos mistos com efeitos aleatérios sejam eles
independentes ou correlacionados entre intercepto e inclinacdo em relacao ao tempo, neste

caso para a covaridvel Tempo.
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3.3 Abordagem via Modelo Linear Misto

Quanto a modelagem, a abordagem via modelos mistos de acordo com Laird, Ware et
al. (1982) é utilizada quando a natureza dos dados é longitudinal, no que refere-se essa
metodologia, é possivel descrever a correlacdo intra individuos relacionadas com as medidas
repetidas. A Tabela 4 contém os modelos ajustados, onde considerou-se o efeito aleatério
na variavel Tempo e o intercepto a;; em que estes modelos sao definidos com intercepto e

inclinacOes aleatérias independentes:

Tabela 4 — Comparacdo de modelos utilizando o critério AIC

Modelos AIC

Pesoijr = fo + a1 + (61 + aiz) Tempo, ;. + B2 x Argamassas, . + 3 x Teor;ji + € 10643,7
Pesoijr = Bo + ai1 + (81 + aiz) Tempo, ;i + B2 X Argamassas, ;. + €, 10964,1
Peso; i, = Bo + a1 + (B1 + aiz) Tempo,y, + B3 x Teorjy, + €k 15350,9
Peso; i, = o + ain + (81 + azg)Tempoijk + €ijik 155122

Assim, o modelo linear misto considerado de acordo com a estatistica AIC é expresso por:

Pesoijr = Bo + ai + (81 + ai2) Tempo,;;, + B2 x Argamassas, ;. + 3 X Teory, + €41, (3.1)

os quais sao tratados como modelos com intercepto e inclinacdo aleatérios independentes, dai
que apresenta-se a possibilidade de modelar heterogeneidade individual tanto para os interceptos
como também ao longo do tempo. Tem-se que o Peso do i-ésimo corpo-de-prova é explicado
pelos efeitos fixos 31 X Tempo, ., B2 X Argamassas;;;, 3 x Teor;;; e pelo efeito aleatério a;s
que se soma ao valor ao intercepto fixo do modelo 3y, para formar o intercepto do i-ésimo
corpo-de-prova, tem-se ainda que o indice ¢ estd associado a a;; €, assim o modelo permite

que j-ésimo tempo apresente uma relacdo diferente entre o i-ésimo sujeito.

Tem-se ainda que a;; representa o intercepto aleatério individual para cada curva, assumido

com distribuicio normal com média 0 e varidncia o2 a;o representa as inclinacoes

corpo—de—prova’
aleatérias individuais para cada curva, com distribuicdo normal de média 0 e varidncia 07,,,,,,
assim observa-se que (a;1,a;0) segue distribuicido normal com vetor de médias 0 e matriz
de variancia-covariancia para os interceptos e inclinacGes aleatérias denotada por G, tem-se
ainda que os residuos €;;; tem distribuicdo normal com média 0 e variincia o2 e que os termos

aleatérios sdo assumidos independentes.

Ao utilizar modelos somente com intercepto aleatério, tém-se que todas as curvas individuais
sao paralelas, ou seja, os modelos utilizados ndo seriam capazes de modelar cada curva com a
sua prépria caracteristica e de maneira individual (DURBAN, 2009). Logo, é por essa razdo de
propor e utilizar o modelo proposto por Durbén et al. (2005) com diferentes curvas individuais,
isto é, que cada curva apresente uma determinada inclinacdo o que permite que cada curva
individual seja diferente. Tém-se que as estimativas dos parametros dos efeitos fixos e das

componentes de variancia foram obtidas utilizando o método REML.
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3.4 Abordagem via Modelo Misto Aditivo Generalizado com P-
splines

Nessa secdo, encontram-se os resultados considerando a funcao de suavizacdo no tempo
para cada teor e tipo de argamassa dentro do modelo aditivo, em que a vantagem de utilizar as
funcGes de suavizacdo, é que é possivel descrever as trajetérias da evolucao do peso dos tipos
de argamassa apds a absorcao de agua por capilaridade ao longo do tempo e o comportamento
n3do linear dos efeitos e mais, considerando a possivel existéncia de heterocedasticidade. Sera
definido uma estrutura de correlacao, fornecendo entao as estimativas das trajetérias em funcao
do tempo e reduzindo a estrutura dos erros.

O modelo considerado é descrito por:

L
Peso;; = Z%Teom + fi(Tempo;;) + 1 x Argamassas;; + an + apTempo;; + €,
=1

1, se o i-ésimo corpo-de-prova recebe o /-ésimo teor de pé de borracha
Teor; = . (3.2)
0, caso contrério

em que, 7; corresponde a um vetor contendo os parametros associados aos tratamentos
(71, -»), Peso;; o peso do i-ésimo corpo-de-prova no j-ésimo instante de tempo, onde
1 =1,---,60 individuos, j = 1, - - -, 1350 minutos, divididos em até os 90 minutos a cada 10
minutos, de 90 a 150 minutos a cada 15 minutos, de 150 a 360 minutos a cada 20 minutos, de
360 a 450 minutos a cada 45 minutos e de 450 a 1350 minutos a cada 60 minutos e I=1,--- 5
teores de pd de borracha. Tem-se ainda que f; denota a curva média para os corpos-de-prova
que contém 0% do teor de pd, f> denota a curva média para os corpos-de-prova que contém
6% do teor de pd, f3 denota a curva média para os corpos-de-prova que contém 8% do teor
de pé, f4 denota a curva média para os corpos-de-prova que contém 10% do teor de pé e
f5 denota a curva média para os corpos-de-prova que contém 12% do teor de pé, a;1 € a;o

denotam os efeitos aleatérios correspondentes aos interceptos e inclinacdes das curvas.

A f(Tempo;;) é a funcdo de suavizacdo desconhecida da varidvel Tempo, que descreve a
trajetéria dessa varidvel em relacdo a evolucdo do peso dos corpos-de-prova, o qual estima-se
f(.) por meio de P-splines, com funcdo de base B-splines de terceiro grau polinomial, e uma

penalizacdo discreta de segunda ordem, a; indica o intercepto aleatério que segue distribuicao

2

Normal com média 0 e variancia o3, ;.;;, € 0s residuos ¢;; tem distribuicdo normal com média 0

e variancia o2 e que os termos aleatérios sdo assumidos independentes.

A Figura 10 apresenta a tendéncia da covaridvel Tempo sem considerar uma estrutura
de correlacao nos residuos, em que pode-se verificar uma curva suave com quantidade de

suavizagdo de 6,338 graus de liberdade efetivos (g.l.e).
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Figura 10 — Curva suave com 6,338 graus de liberdade efetivos (g.l.e)

A Figura 11 apresenta o correlograma, utilizado para verificar se os residuos estdao ou nao

correlacionados. Observando a figura conclui-se que os residuos estdo correlacionados, uma

vez que a uma série de picos fora do limite de aceitacdo, enquanto que o comportamento

decrescente dos valores de autocorrelacdo ocorrem por conta de uma tendéncia na evolucdo

da absorcdo de agua por capilaridade nos corpos-de-prova, evidenciando assim a violacdo da

pressuposicdo de independéncia. Para contornar tal situacdo, pode-se definir uma estrutura de

correlacao nos residuos.
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Figura 11 — Correlograma sem considerar uma estrutura de correlacdo

A Tabela 5, apresenta os modelos ajustados, definidos por: a estrutura de correlagdo AR(1),
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CS e ARMA(1,1), considerando a fun¢do n3o-paramétrica de suavizacdo na covariavel Tempo.

Para selecionar o modelo utilizou-se o critério de Akaike.

Tabela 5 — Comparacdo de modelos com estrutura de correlacdo

Modelo AlIC
Estrutura AR(1) 4314,40
Estrutura CS 5443,40

Estrutura ARMA(1,1) 10527,56

Assim, ao observar a Tabela 5 conclui-se que o modelo selecionado é aquele com a estrutura

de correlacdo AR(1), uma vez que este admite o menor valor da estatistica AlC.

A Tabela 6 contém as estimativas do modelo referente aos coeficientes paramétricos e
as estimativas dos termos suaves, em que verifica-se que os Teores ndo foram significativos
(valor-p > 0,05), porém a Argamassa (As) foi significativa (valor-p = 0,006) e ainda, que os

termos suaves foram significativos (valor-p < 0,001).

Tabela 6 — Estimativas do modelo misto aditivo generalizado utilizando P-splines.

Coeficientes Paramétricos:

Efeito Estimativa Erro Padrdo Estatistica de Teste  Valor-p
Intercepto 255,88 47,02 5,44 <0,001
Teor - 6% 88,89 47,42 1,87 0,06
Teor - 8% 71,50 47,03 1,52 0,12
Teor - 10% 69,61 47,03 1,48 0,13
Teor - 12% 61,77 47,03 1,31 0,18
Argamassa (As) -1,77 0,65 -2,72 0,00
Significancia dos termos suaves

Efeito gle Ref.gl Estatistica de Teste  Valor-p
s(Tempo): Teor 0% 3,95 3,95 1589,60 <0,001
s(Tempo): Teor 6% 4,97 4,97 1079,70 <0,001
s(Tempo): Teor 8% 8,85 8,85 709,40 <0,001
s(Tempo): Teor 10% 8,38 8,38 605,60 <0,001
s(Tempo): Teor 12% 7,93 7,93 437,20 <0,001
R?%.(adj) = 0,93 Deviance explicada = 94,2%

UBRE score = 1,52 Parametro de Escala est. = 0,64 n = 1884

Em relacdo aos graus de liberdade efetivos (gle), estes indicam uma tendéncia n3o-linear,
onde estes variam de (gle = 3,95) para o teor de 0% a (gle = 8,85) para o teor de 8%.

A Figura 12 apresenta a tendéncia da covariavel Tempo considerando a estrutura de
correlacdo AR(1) nos residuos. Observa-se uma curva suave com quantidade de suavizacdo
de 8,97 graus de liberdade efetivos (g.l.e). Verifica-se ainda que nos instantes iniciais os
corpos-de-prova atingem o maior peso em média aos 250 minutos s(T'empo) = 241,13 e a
partir desse periodo verifica-se uma oscilacao referente ao pesos destes, ou seja, no inicio do
experimento observou-se que os corpos-de-prova demoram um tempo maior quanto a absorcdo

de agua por capilaridade.
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Figura 12 — Curva suave com 8,97 graus de liberdade efetivos (g.l.e) considerando a estrutura
de correlacdo AR(1)

Observa-se o intervalo de confianca de 95% da evolucdo do peso dos corpos-de-prova em

funcdo do tempo, concluindo que o efeito dessa covariavel segue um padrao nao linear.

A Figura 13 apresenta o correlograma com a estrutura AR(1) nos residuos, em que observa-se

a reducao da problematica a respeito da violacao de uma das pressuposicdes dos erros.

FCA
0.4
|

0.0

Lag

Figura 13 — Correlograma considerando a estrutura de correlacdo AR(1)

Com o intuito de verificar a hipotese de independéncia, realizamos o teste de Durbin-Watson,
em que a estatistica de teste resultante foi de 1,92 e o (valor-p = 0,22), isto é, ndo ha a

presenca de autocorrelacao nos residuos.
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A Tabela 7 contém as estimativas do pardametro A\, com seus respectivos graus de liberdade
efetivos (g.l.e), teste F e o p-valor associado. Conclui-se que a suavizacdo da a covariavel

Tempo para cada Teor foi altamente significativa em relacao a evoluciao do Peso.

Tabela 7 — Estimativas do parametro A\ para cada concentracdo.

Suavizador g.l.e Pardmetro (1)) F p-valor
s(tempo):Teor 0% 3,95  4,0x10~* 865,17 <0,001
s(tempo):Teor 6% 4,97  50x107® 271,60 <0,001
s(tempo):Teor 8% 8,91 2,3x1072 86,99 <0,001
s(tempo):Teor 10% 8,75 2,9x1072 81,25 <0,001
s(tempo):Teor 12% 8,00  3,5x107? 75,96  <0,001

A Figura 14 contém as curvas estimadas especificas aos corpos-de-prova alocados em
suas respectivas concentracdes de teores separadas pelos tipos de argamassa testados, em
que o modelo 2.17 descreve estas levando em consideracdo a ndo-linearidade e os efeitos
aleatérios associados. Observa-se ainda a capacidade de ajuste do modelo utilizado com 9 nds,

apresentando-se de maneira satisfatéria quanto a interpolacdo.
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Figura 14 — Curvas individuais dos sujeitos ajustadas por teor de concentracio

Ao observar a Figura 14 verifica-se que os corpos-de-prova com argamassa maturada
adicionados os teores em boa parte do estudo admitem uma evolucdo superior quanto a
velocidade de absorcao de agua por capilaridade, sendo observado que em todas as concentracoes
de teores, em média, os corpos-de-prova ndo chegaram até o tempo final do estudo. Em relacdo
aos corpos-de-prova do tipo de argamassa seca em boa parte do estudo admitem uma evolucao
inferior quanto a velocidade de absorcdo de agua por capilaridade, sendo observado que nas
concentracdes de teores mais altas, em média, os corpos-de-prova chegaram até o tempo final

do estudo.
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CAPITULO 4

20 ENSAIO: ANALISE DA
EVOLUCAO DO PESO DE
CAMUNDONGOS INFECTADOS
PELO Trypanosoma Cruzi

4.1 Descricao do Experimento

O conjunto de dados deste trabalho foi coletado por Ferreira et al. (2018), com o objetivo
de avaliar o efeito do bioterdpico de soro de galinha em roedores experimentalmente infectados
pelo Trypanosoma cruzi, considerando parametros clinicos, imunolégicos e parasitolégicos. O
projeto para a execucdo dos experimentos foi aprovado pelo Comité de Etica em Pesquisa com
Animais da Universidade Estadual de Maringa, Parand, parecer CEUA 2401220716/2016.

Segundo Ferreira et al. (2018), os experimentos foram realizados por ensaios cegos, contro-
lados e aleatorizados. Foram utilizados 57 camundongos suicos machos, com 56 dias de idade,
provenientes do Biotério central da Universidade Estadual de Maringa. Os camundongos foram
distribuidos em grupos de tratamentos de modo que a média inicial dos pesos dos animais em
cada grupo fossem aproximadamente iguais. Os grupos experimentais (tratamentos) foram os

seguintes:

e GI1: (Controle n3o infectado). Animais ndo infectados e ndo tratados (n=5).

e G2: Animais tratados com bioterapico de soro de galinha na diluicdo 13cH!® (n=13).

10" Nomenclatura utilizada na homeopatia para denominar a escala de diluicdo dos medicamentos, em que
sdo utilizadas as seguintes escalas: decimal (DH), centesimal (CH) e cinquenta milésimas (LM). Na escala
centesimal, a proporcdo da diluicio é de 1:100 (uma parte de insumo ativo para 100 partes de insumo
inerte) , ou seja, uma parte de soluto para 99 partes de solvente.
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e G3: Animais tratados com bioterapico de soro de galinha na diluicdo 6¢cH (n=13).

e G4: (Controle infec¢do). Os animais foram infectados e ndo receberam tratamento

(n=13).

e G5: Animais tratados com bioterapico de soro de galinha na dilui¢do 3cH (n=13).

A observacdo do peso corporal foi realizada durante 12 semanas, mensurado em balanca
semi analitica (Balance BEL®)).

4.2 Resultados

A Tabela 8 apresenta as estatisticas resumo da varidvel resposta para cada um dos tipos
de tratamentos, em que pode-se concluir que a média dos pesos em relacao a cada um dos
tratamentos variam de tal maneira que a média dos pesos dos individuos do grupo de tratamento
(Controle n3o infectado) é de 45,49¢g, ja a dos individuos que foram alocados no grupo de

tratamento homeopatico na diluicdo 3cH é de 41,44g.

Tabela 8 — Medidas resumo para cada um dos tratamentos

Grupos de Tratamento n Média  Desvio Padrdo  Min. Max. Coeficiente de

Variacdo
1 Controle n3o infectado 5 45,49 3,48 39,20 53,40 0,076
2 Tratados (13cH) 13 44,34 4,71 31,60 54,40 0,106
3 Tratados (6¢cH) 13 42,09 2,83 35,40 49,20 0,067
4 Controle infeccdo 13 42,85 4,52 33,80 55,00 0,105
5 Tratados (3cH) 13 41,44 3,84 31,00 49,90 0,092

A Figura 15 apresenta o comportamento da variavel resposta para cada um dos tratamentos,
em que pode-se concluir que o grupo de tratamento homeopatico na diluicao de 3cH admitiu um
nivel médio dos pesos inferior aos demais grupos de tratamento, enquanto o grupo controle nao

infectado admite o maior nivel médio dos pesos em relacao aos demais grupos de tratamento.
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Figura 15 — Box-plot da variavel resposta por tratamento
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A Figura 16 apresenta o comportamento da varidvel resposta no tempo, considerando as
12 semanas do estudo, verificando-se assim um comportamento crescente do peso conforme
varia o tempo, e mais, vé se uma oscilacdo deste a partir da sexta semana. Outro fato notério
é que observa-se medidas candidatas a outliers na primeira semana e na quarta semana de

acompanhamento.
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Figura 16 — Box-plot da variavel resposta ao longo do tempo

Em relacdo ao grafico de perfis, observa-se na Figura 17 um comportamento crescente
a partir da segunda semana em relacdo ao peso conforme varia o tempo. Nota-se ainda um
comportamento oscilatério no peso ja na primeira semana, fator este justificado por ser o
inicio do tratamento, e mais, observa-se um comportamento aparentemente linear da variavel
resposta da segunda semana a sexta semana para cada sujeito em relacdo aos grupos de

tratamento conforme varia o tempo.
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Figura 17 — Perfil médio para cada sujeito observado no tempo

A Figura 18, apresenta o grafico de dispersdo por tratamento, no qual existe a possibilidade
de uma variabilidade entre essas observacoes, justificando-se o fato de poder utilizar algum

tipo de suavizacdo que leve em consideracao a variabilidade constatada. Vé-se ainda que o
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ganho de peso dos camundongos em cada grupo de tratamento apresenta muita variacdo entre
o intercepto e inclinacao das curvas que foram ajustadas, isso leva a considerar modelos mistos
com efeitos aleatérios sejam eles independentes ou correlacionados entre intercepto e inclinacdo

em relacdo ao tempo, neste caso para a covaridvel Tempo.
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Figura 18 — Grafico de dispersao por tratamentos

Considerando a funcao de suavizacdo no tempo, o modelo considerado é descrito por:

L
PGSOij = Z ’YZGil + fl (Tempoij) =+ a1 + aigTempoij + €ij, (41)
=2

1, se o i-ésimo sujeito recebe o tratamento /

G = .
0, caso contrario
em que, Peso;; denota o peso do i-ésimo sujeito com a j-ésima semana, para ¢ =1,---,57,
j=1,---,12. Os grupos homeopaticos de tratamento variam de [ = 1,--- ,5. Tem-se ainda

que f; denota a curva média para os individuos alocados no grupo (Controle n3o infectado), fo
denota a curva média para os sujeitos que receberam o tratamento homeopatico na diluicao de
13cH, f; denota a curva média para os individuos que receberam o tratamento homeopético
na diluicdo de 6¢cH, f4 denota a curva média para os individuos alocados no grupo (Controle

infeccdo) e f5 denota a curva média para os individuos que receberam o tratamento homeopatico
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na diluicdo de 3cH, a;; e a;» denotam os efeitos aleatérios correspondentes aos interceptos e

inclinacGes das curvas.

Tem-se ainda que fj(Tempo) é a funcdo de suavizacdo desconhecida, que descreve a
trajetdria dessa varidvel em relacdo a evolucdo do Peso, em que estima-se f(.) por meio
de P-splines, com funcdo de base B-splines de terceiro grau polinomial, e uma penalizac3o
discreta de segunda ordem, considerando 10 nés. A variabilidade entre os sujeitos é determinada
através do efeito aleatdrio a; e um efeito aleatdrio na inclinacao para a variavel Tempo em que

(an,ai2) ~ N(0,X) e € ~ N(0,0.), assumindo a independéncia dos termos aleatérios.

Na Tabela 9, sao apresentados os valores do AIC para 4 modelos ajustados, definidos por:
um modelo sem considerar uma estrutura de correlacdo nos residuos e outros trés modelos
utilizando a estrutura de correlacdo AR(1), CS e ARMA(1,1). Para selecionar o modelo utilizou-
se o critério de Akaike, em que verificou-se que o modelo selecionado é aquele com a estrutura

de correlacdo AR(1), uma vez que este proporciona o menor valor da estatistica AIC.

Tabela 9 — Comparacdo de modelos com diferentes estruturas de correlacao

Modelo AIC

N3o Estruturada 2666,09
Estrutura AR(1) 1999,07
Estrutura CS 2045,82

Estrutura ARMA(1,1) 2002,60

A Tabela 10 contém as estimativas do modelo referente aos coeficientes paramétricos e
as estimativas dos termos suaves, em que verifica-se que os grupos de tratamento n3o foram

significativos (valor-p > 0,05) e que os termos suaves foram significativos (valor-p < 0,001).

Tabela 10 — Estimativas do modelo misto aditivo generalizado utilizando termos suaves nao-
paramétricos.

Coeficientes Paramétricos:

Efeito Estimativa Erro Padrdo Estatistica de Teste  Valor-p
Intercepto 44 85 1,55 28,77 <0,001
Grupo 2 - 13cH -1,83 1,84 -0,99 0,32
Grupo 3 - 6cH -3,03 1,84 -1,66 0,09
Grupo 4 - Controle Infeccdo -2,68 1,83 -1,45 0,14
Grupo 5 - 3cH -2,74 1,84 -1,49 0,13
Significancia dos termos suaves

Efeito gle Ref.gl Estatistica de Teste  Valor-p
s(Tempo): Grupo 1 - Controle 3,75 3,75 7,76 <0,001
s(Tempo): Grupo 2 - 13cH 4,76 4,76 43,24 <0,001
s(Tempo): Grupo 3 - 6¢cH 2,72 2,72 15,68 <0,001
s(Tempo): Grupo 4 - Controle Infeccdo 6,86 6,86 41,41 <0,001
s(Tempo): Grupo 5 - 3cH 2,00 2,00 19,89 <0,001
R?.(adj) = 0,72 Deviance explicada = 68,7%

UBRE score = 1,70 Parametro de Escala est. = 1 n = 471
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Em relacdo aos graus de liberdade efetivos (gle), estes indicam uma tendéncia n3o-linear,

destacando-se o Grupo 4 - Controle Infeccio (gle = 6,86).

A Figura 19 contém o grafico da curva suavizada da covaridvel Tempo apés a determinacdo
da estrutura de correlacao, verificando-se que a evolucdo do Peso se comportou de forma cres-
cente até a 7° semana aproximadamente e a partir desse periodo apresentou um decrescimento

até a 12°, concluindo que o efeito dessa covariavel segue um padrao n3o linear.
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Figura 19 — Curva suave com 5,89 graus de liberdade efetivos (g.l.e) considerando a estrutura
de correlacdo AR(1)

A Figura 20 apresenta o correlograma com a estrutura AR(1) nos residuos, em que observa-
se a reducao da problemética encontrada, quanto a pressuposicao de independéncia, nos erros
do modelo sem considerar uma estrutura de correlacdo, visto que a maioria dos lags analisados,
as funcdes da autocorrelacao sdo menores em valores absoluto do que a linha tracejada, que

corresponde ao limite de n3o rejeicdo de autocorrelacdo igual a 0 (RELVAS, 2013).

0.8

FCA
0.4

0.0

Lag
Figura 20 — Correlograma considerando a estrutura de correlacdo AR(1)

Com o intuito de verificar a hipotese de independéncia, realizamos o teste de Durbin-Watson,
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em que a estatistica de teste resultante foi de 1,69 e o (valor-p = 0,35), isto é, ndo ha a

presenca de autocorrelacao nos residuos.

A Tabela 11 contém as estimativas do parametro )\, com seus respectivos graus de liberdade
efetivos (g.l.e), teste F e o p-valor associado. Conclui-se ao observar a Tabela 11 que a
suavizacdo da a covariavel Tempo para cada grupo homeopatico de tratamento foi altamente

significativa em relacio a evolucao do Peso.

Tabela 11 — Estimativas do pardmetro A para cada tratamento.

Suavizador g.l.le  Pardmetro (\) F p-valor
s(tempo):Grupo 1 - Controle 3,751 2,334x1074 7,764 <0,001
s(tempo):Grupo 2 - 13cH 4763 2,214x1073 43,248 <0,001
s(tempo):Grupo 3 - 6¢H 2,726 3,011x10°5 15,681 <0,001
s(tempo):Grupo 4 - Controle Infeccdo 6,864 4,662x1072 41,414 <0,001
s(tempo):Grupo 5 - 3cH 2,000 7,176x107'° 19,867 <0,001

A Figura 21 apresenta o comportamento da funcao niao paramétrica de suavizacao estimada
do modelo misto aditivo generalizado, no qual a linha continua é a funcdo de suavizacao
estimada e a faixa cinza sdo as bandas com 95% de confianca, em que observa-se o efeito
da covariavel com comportamento n3o linear. Tem-se ainda que o eixo horizontal contém
a variavel Tempo e no eixo vertical a contribuicao da funcao de suavizacdo para os valores
da variavel resposta Peso. Assim, como o efeito da varidvel Tempo n3o ¢ linear, a funcdo de

suavizacdo estimada é significativa com 2,79 graus de liberdade efetivos.
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Figura 21 — Suavizador para o tempo semanal utilizando GAMM.

A Figura 22 apresenta o comportamento das funcdes ndo paramétricas de suavizacao
estimadas do modelo misto aditivo generalizado para cada grupo de tratamento, no qual a
linha continua é a func3o de suavizacdo estimada e a faixa cinza sdo as bandas com 95% de

confianca.
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Assim, verifica-se na Figura 22 que como o efeito da varidvel Tempo para cada grupo de
tratamento nao é linear, as funcdes de suavizacao estimadas s3o significativas com 3,751;
4,763; 2,726; 6,864 e 2,000 graus de liberdade efetivos. Vé-se ainda que a evolucdo do peso ao
longo do tempo admite um periodo crescente até a 7° semana aproximadamente nos grupos
de tratamento homeopatico na diluicdo 13cH: Figura 22b; na diluicdo 6ch: Figura 22c e na
diluicdo 3cH: Figura 22e) conforme o tempo aumenta, ja para o grupo (Controle n3o infectado):
Figura 22a e (Controle Infec¢do): Figura 22d) observa-se um leve crescimento no inicio do
tratamento, passando por uma oscilacdo a partir da 2° semana. Vé-se ainda nas Figuras 22b
e 22d um decrescimento notério, evidenciando assim o emagrecimento dos animais apds o

periodo citado.

A Figura 23 contém as curvas estimadas especificas aos sujeitos alocados em seus grupos
de tratamento, em que o modelo 2.17 descreve estas levando em consideracdo a nao-linearidade
e os efeitos aleatérios associados. Observa-se ainda a capacidade de ajuste do modelo utilizado

com 10 nds, em que este se apresenta de maneira satisfatéria quanto a interpolacao.

G4 G5
E O t 55

Peso

55 o

45 o

20 -

35

30 o

Tempo

Figura 23 — Curvas individuais dos sujeitos ajustadas por tratamento

Assim, com o modelo definido em 2.17 pode-se descrever as trajetérias médias por grupos
de tratamento em que a Figura 24 apresenta as curvas estimadas por grupos de tratamento,
concluindo-se que os animais alocados no grupo controle em boa parte do estudo admitem um
peso médio superior aos demais grupos de tratamento. Em relacdo ao grupo de tratamento
homeopatico na diluicdo de 13cH nota-se que nenhum dos animais chegaram até o final do
estudo, em que neste grupo foi utilizado a maior diluicdo do soro bioterapico para o tratamento
da doenca de chagas. Por fim, observa-se ainda que em média os sujeitos alocados nos grupos
de tratamento homeopatico considerando as diluicdes de 13cH, 6¢H, 3cH e Controle infeccdo

admitem um decrescimento no peso a partir da sétima semana.
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Figura 24 — Curvas estimadas por tratamentos

4.3 Passos Futuros

Este trabalho, em sua natureza, buscou nao sé expor a compreensao inicial a respeito do
tema de um modelo P-spline reescrito como modelo misto, mas também levantar questdes
adicionais a serem estudadas posteriormente. Dado este carater e a falta de estudos sobre o
tema a nivel nacional, acreditou-se que este trabalho é de suma importancia. Sendo assim, em
seguida sdo apresentadas consideracGes para elaboracdo final deste trabalho. Acredita-se que

os seguintes pontos sdo interessantes de serem explorados:

e Realizar a modelagem conjunta de média e variancia via pacote gamlss, estimando a

funcao n3o-paramétrica por meio de uma P-spline;

e Aplicar os modelos do tipo P-splines como modelos mistos a um conjunto de dados reais

e realizar o estudo dos residuos do modelo;

e Verificar a capacidade preditiva das curvas estimadas.
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CONCLUSAO

Durante a construcdo deste trabalho, conclui-se que ao estudar as complexidades existentes
ao trabalhar com modelos lineares mistos, estes podem ndo ser apropriados em algumas
situacdes, por exemplo, quando as trajetérias individuais sdo uma funcao n3o linear do tempo,
porém, os modelos P-splines reescritos como modelos mistos trazem maior flexibilidade em
termos de modelagem, devido ao fato de que a introducdo de efeitos aleatérios é levada em
consideracao para cada uma das curvas estimadas por tratamento por meio da funcao ndo
paramétrica de suavizacao, concedendo entdo informacdes a respeito do comportamento médio

de um determinado objeto classificado em grupos de observacao.

Quanto as potencialidades observadas na utilizacdo desta classe de modelos pode-se menci-
onar ainda a possibilidade de incluir estruturas complexas nos modelos usuais de suavizac3o.
No que se refere a dados correlacionados, se for realizado o ajuste de uma curva independente-
mente da correlacdo nos dados, vé-se que os métodos de selecio de parametros de suavizacdo

escolherao um valor mais baixo e, portanto, a curva n3o sera suave.

Outro fato notério é que se o parametro de suavizacdo for estimado, ou seja, os parametros
que determinam a estrutura de correlacdo, a estimacdo seria de forma iterativa, o que tornaria o
resultado final muito sensivel a escolha dos parametros iniciais, porém, com os Modelos Mistos
Aditivos Generalizados, ao introduzir uma estrutura de correlacdo e estimar simultaneamente a

curva suave tem-se que estes se apresentam de maneira satisfatoéria.

Quanto aos resultados da andlise estatistica, observou-se na primeira aplicacdo que houveram
diferencas significativas na trajetéria da evolucdo do peso em ambos tipos de argamassas,
concluindo que a argamassa do tipo maturada possui uma velocidade de absorcdo de agua por
capilaridade superior a argamassa do tipo seca, tem-se ainda que as suposicGes necessarias
para a validade do modelo foram satisfeitas. Em relacao a segunda aplicacdo, conclui-se que o
peso, em média, até o periodo da oitava semana dos animais tratados com nivel de diluicao de
(13cH) do soro bioterapico é superior aos demais grupos de tratamento. J4 em relacdo aos
animais tratados com nivel de diluicdo de (3cH) do soro bioterapico, em média, estes chegaram

até o final do estudo, tendo em média os pesos superiores aos animais tratados com nivel de
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diluicdo de (6¢H) do soro bioterapico.

Em geral, a natureza destes dados correspondem a medidas mensuradas para varios
individuos em momentos diferentes, e sdo caracterizadas pela dependéncia entre medidas
repetidas feitas para o mesmo individuo. No que se refere as P-splines, quanto ao uso de bases
B-splines, essa tras potencialidades no que se refere ao ganho computacional. No entanto,
Durban (2018), Eilers e Marx (1996) & Wood (2017) apresentam outras bases que podem ser

utilizadas, como por exemplo, thin plate splines, porém exigem um alto custo computacional.
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