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Resumo

A síndrome da imunodeficiência adquirida (AIDS) é uma doença crônica causada pelo

vírus da imunodeficiência humana (HIV), presente no Brasil desde a década de 1980.

Quando o interesse é analisar a variável tempo até a ocorrência do evento de interesse,

na presença de censuras, a Análise de Sobrevivência é a principal ferramenta estatís-

tica utilizada. Neste contexto, é possível encontrar na literatura uma grande quantidade de

trabalhos envolvendo dados de HIV/AIDS utilizando abordagens não paramétrica e semi-

paramétrica via modelos de regressão de Cox, porém, poucos trabalhos são apresentados

considerando a paramétrica, isto é, que a variável resposta segue uma distribuição de pro-

babilidade. Partindo disso, o objetivo deste trabalho foi analisar dados de tempo de vida

(em semanas) observados de pacientes com HIV/AIDS no Estado do Mato Grosso do Sul,

Brasil, observados entre 2009 e 2018, por meio de abordagem paramétrica. No estudo

inicial, objetivou-se verificar dentre os principais modelos probabilísticos conhecidos na li-

teratura, qual seria o mais adequado para ajustar os dados, e a partir disso, comparar o

ajuste com a distribuição Weibull, modelo padrão nesse tipo de análise, utilizando uma

abordagem Bayesiana. Por meio do logaritmo da função de verossimilhança e do crité-

rio de informação de Akaike (AIC), verificou-se que a distribuição Log-Normal foi a mais

adequada, e utilizando o critério de Deviance Bayesiano (DIC), notou-se também que o

modelo selecionado apresentou melhor ajuste que a distribuição Weibull para a represen-

tação dos dados. No segundo estudo, objetivou-se construir modelos de regressão, por

meio das abordagens frequentista e Bayesiana. Utilizando a distribuição Log-Normal, fo-

ram estimados os parâmetros do modelo associados às variáveis explicativas: sexo, raça,

escolaridade e uso de drogas injetáveis. A partir das interpretações desses parâmetros, é

possível discutir a necessidade de políticas de prevenção e diagnóstico precoce focadas

em grupos que apresentam um menor tempo mediano de sobrevida após a notificação

da infecção pelo vírus do HIV. Em outras análises, objetivou-se verificar a adequação dos

dados a distribuições mais complexas, de modo que, em uma das análises foram incluídos

parâmetros adicionais para a fração de cura e inflação de zeros. Em ambas as análises, a

distribuição Kumaraswamy Gama Generaliza foi selecionada com base no valor do AIC, na

qual, posteriormente também foi ajustado um modelo de regressão considerando as variá-

veis explicativas, de modo que, em comum com a segunda análise, o sexo feminino, a raça

branca, a escolaridade superior a 8 anos foram associados a uma maior probabilidade de

sobrevivência.

Palavras-chave: dados censurados; modelos de longa duração; modelos probabilísticos;

tempos de falha.



Abstract

Acquired immunodeficiency syndrome (AIDS) is a chronic disease caused by the human

immunodeficiency virus (HIV), present in Brazil since the 1980s. When the interest is to

analyze the time variable until the event of interest in the presence of censored lifetimes,

the Survival Analysis is the main statistical tool used. In this context, it is possible to find

in the literature a large number of studies involving HIV/AIDS data using non-parametric

and semi-parametric approaches via Cox regression models, however, few studies are pre-

sented considering the parametric, that is, that the response variable follows a probability

distribution. Based on this, the objective of this study was to analyze survival time data (in

weeks) of patients with HIV/AIDS in the State of Mato Grosso do Sul, Brazil, observed be-

tween 2009 and 2018, using a parametric approach. In the initial study, the objective was to

verify, among the main probabilistic models known in the literature, which would be the most

appropriate to adjust the data, and from this, to compare the fit with the Weibull distribution,

the standard model in this type of analysis, using an approach Bayesian. Through the log-

arithm of the likelihood function and the Akaike information criterion (AIC), it was found that

the Log-Normal distribution was the most appropriate, and using the Bayesian Deviance cri-

terion (DIC), it was also noted that the selected model presented a better fit than the Weibull

distribution for data representation. In the second study, the objective was to build regres-

sion models using frequentist and Bayesian approaches. Using the Log-Normal distribution,

the model parameters associated with the explanatory variables were estimated: gender,

race, education, and injecting drug use. Based on the interpretations of these parameters,

it is possible to discuss the need for prevention and early diagnosis policies focused on

groups that have a lower median survival time after notification of HIV infection. In other

two analyses, the objective was to verify the adequacy of the data to more complex distri-

butions. In the second analysis, additional parameters were included for a fraction of cure,

in addition to the inflation of zeros. In both analyses, the Kumaraswamy Gama Generaliza

distribution was selected based on the value of the AIC, in which a regression model was

later adjusted considering the explanatory variables, so that, in common with the second

analysis, female gender, white race, higher education at eight years were associated with a

higher probability of survival.

Keywords: censored data; failure times; long-term models; probabilistic models.
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Capítulo 1

Introdução

A síndrome da imunodeficiência adquirida (AIDS) é uma doença crônica causada

pelo vírus da imunodeficiência humana (HIV), cujo o primeiro caso no Brasil foi registrado

na década de 80, e considerada inicialmente como uma doença observada apenas em

grandes metrópoles, que afetava principalmente homossexuais, bissexuais masculinos,

hemofílicos e usuários de drogas injetáveis. Com o passar dos anos, a AIDS deixou de

ser uma doença de segmentos populacionais e disseminou-se sobre a população geral

(SZWARCWALD et al., 2000).

Martins et al. (2014) afirmam que, além do impacto na saúde, o HIV amplia males da

sociedade e deficiências dos sistemas sociais, de modo que a resposta para a epidemia

tem proporcionado uma oportunidade de fortalecimento do tecido social, reforçando os

serviços essenciais para os segmentos mais vulneráveis da sociedade.

Além disso, os mesmos autores discorrem sobre problemas sociais causados pela

infecção por HIV, bem como a discriminação, onde relatam-se que em diversos países,

pessoas vivendo com HIV perderam o emprego e acessos aos cuidados de saúde ou

outros serviços públicos.

Segundo Candido et al. (2021), o quadro epidêmico de infecção pelo vírus do HIV

e pela AIDS vem sofrendo diversas modificações ao longo do tempo. O envolvimento de

populações socialmente mais vulneráveis, o aumento do número de notificações em muni-

cípios de pequeno e médio porte e o crescente número de mulheres infectadas pelo vírus

são marcas da epidemia no Brasil. Essas características indicam que o sistema de saúde

brasileiro apresenta deficiências relacionadas à prevenção e ao tratamento da infecção

pelo HIV.
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No contexto de análise de sobrevivência, são comumente encontrados na litera-

tura trabalhos que analisam dados de HIV/AIDS, porém utilizando a abordagem semi-

paramétrica por meio do modelo de risco proporcional de Cox.

Medeiros et al. (2017) avaliam a sobrevida de pessoas com HIV/AIDS atendidas

por um hospital de João Pessoa (PB) e discutem sobre fatores associados à diminuição

da sobrevida. De maneira similar, Melo, Donalisio e Cordeiro (2017) descrevem fatores

que influenciam no tempo de sobrevida dos pacientes das região dos Campos Gerais, no

Paraná.

Zaslavsky, Goulart e Ziegelmann (2019), realizam uma análise com dados de pa-

cientes com HIV segundo o deslocamento em busca do tratamento, visando verificar se

existe diferença na sobrevida. Os pacientes foram divididos em três grupos: sem a neces-

sidade; que fazem tratamento em outra região; que realizam o tratamento em outro país

da trile fronteira Brasil, Paraguai e Argentina.

Entretanto, trabalhos envolvendo dados de HIV/AIDS em um contexto de análise de

sobrevivência paramétrica são mais escassos, principalmente para dados brasileiros. Um

exemplo de trabalho utilizando esta abordagem pode ser visto em Nakhaee e Law (2011),

que aplicam os modelos Exponencial, Weibull, Log-Normal e Log-Logístico para dados de

HIV/AIDS da Austrália, de modo que o modelo Weibull apresentou um melhor ajuste, e

com isso, são incluídas variáveis explicativas em um modelo de regressão.

Em Million (2018), é realizada uma análise via modelo de Cox, além de apresentar

um modelo de regressão Log-Normal para dados de pacientes de HIV/AIDS com trata-

mento anti-retroviral altamente ativo atendidos em um determinado hospital da Etiópia. Por

meio dos modelos, são discutidos os fatores que apresentam um maior risco de morte para

a doença e sobre a utilização do modelo paramétrico para realizar previsões para o tempo

de sobrevivência dos pacientes com HIV/AIDS.

O objetivo deste trabalho foi analisar dados de HIV/AIDS para o Estado do Mato

Grosso do Sul, Brasil, observados entre 2009 e 2018, no contexto de análise de sobrevi-

vência, por meio de técnicas paramétricas.

O presente trabalho está dividido da seguinte forma: no Capítulo 2 é apresentada

uma fundamentação teórica sobre os principais conceitos abordados ao longo do traba-

lho, no Capitulo 3 apresenta-se uma discussão sobre um modelo probabilístico que ex-

presse o comportamento da variável resposta por meio de uma abordagem frequentista e

Bayesiana, o Capitulo 4 são apresentados modelos de regressão utilizando as variáveis

explicativas associadas, por meio das abordagens frequentista e Bayesiana, o Capítulo 5

é apresentada uma discussão referente a um modelo probabilístico para a variáve respos-
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tas, considerando diversas distribuições de probabilidade em um contexto frequentista, e

por fim, no Capítulo 6 é discutidos sobre um modelo probabilístico adequado aos dados,

incorporando a inflação de zeros e fração de cura, bem como construído um modelo de

regressão utilizando as variáveis explicativas associadas, por meio da abordagem frequen-

tista.



15

Capítulo 2

Fundamentação Teórica

2.1 Conceitos de Análise de Sobrevivência

Segundo Colosimo e Giolo (2006), a análise de sobrevivência é a área da Estatística

que estuda o tempo até a ocorrência de um evento de interesse, o qual é denominado

tempo de falha. Alguns exemplos relacionados à área da saúde são o tempo até o óbito

de um paciente causado por uma determinada doença em estudo, bem como o tempo

até a cura ou recidiva de uma doença. Na engenharia, o termo análise de sobrevivência é

comumente denominado como análise de confiabilidade.

A ocorrência do evento de interesse estudado, é denominada falha ou desfecho. Car-

valho et al. (2011) descrevem que o termo falha surgiu na análise de confiabilidade, no

qual busca-se modelar o tempo até a ocorrência da falha de algum componente ou equi-

pamento.

Uma característica de grande importância para dados de sobrevivência é a presença

de censuras. As censuras são classificadas como observações que não apresentaram o

evento de interesse do estudo, seja pelo término do estudo, pela perca de informação do

paciente durante o período de acompanhamento ou ainda pelo óbito do paciente devido à

outras causas.

2.1.1 Tempo de Falha

Colosimo e Giolo (2006) caracterizam o tempo de falha em três elementos, sendo estes:

• O tempo inicial do estudo, em que os indivíduos precisam ser comparáveis a partir

do tempo que iniciaram sua participação no estudo;
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• A escala de medida, que geralmente corresponde à escala de tempo real. Em alguns

casos, principalmente na área da engenharia, são usados outros tipos de escala,

como, por exemplo, o número de ciclos ou a quilometragem percorrida por um veí-

culo;

• O evento de interesse, que deve ser definido precisamente antes da realização do

estudo.

2.1.2 Censura e Truncamento

São denominadas de censuras as observações que possuem informações incompletas

ou parciais, as quais não apresentam o evento de interesse durante o estudo. Existem

diferentes tipos de censuras, que segundo Bastos e Rocha (2006), podem ser classificas

como da seguinte forma, de acordo com a observação dos dados:

• Censura à direita: ocorre quando o tempo de acompanhamento do indivíduo é menor

que o do tempo até evento de interesse, ou seja, o paciente não apresenta o evento

de interesse;

• Censura à esquerda: ocorre quando o tempo de falha é menor que o tempo obser-

vado, ou seja, o evento de interesse já ocorreu quando o indivíduo foi observado.

Este tipo de censura é menos frequente que a censura à direita;

• Censura intervalar: ocorre quando não se conhece-se o tempo em que se registou

o evento de interesse, porém, sabe-se que ele ocorreu dentro de um determinado

intervalo;

• Censura aleatória: ocorre quando o indivíduo é perdido de seguimento por uma causa

alheia.

Além destas, podem ser classificadas de acordo com o planejamento do experimento

em:

• Censura do tipo I: ocorre quando o estudo tem uma data final pré-determinada e o

paciente não apresenta o evento de interesse ao fim do estudo;

• Censura do tipo II: ocorre quando é estabelecido que o estudo será terminado após

uma determinada quantidade de falhas, e o indivíduo não apresentou o evento de

interesse após já terem ocorrido a quantidade de falhas estipuladas no estudo.
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Uma representação do mecanismo de censura pode ser construída por meio de duas

variáveis aleatórias, 𝑇 e 𝐶, que representam o tempo de falha e o tempo de censura

associados a um paciente, respectivamente:

𝛿 =

⎧⎨⎩1, se 𝑇 ≤ 𝐶

0, se 𝑇 > 𝐶.

Carvalho et al. (2011) definem o truncamento quando indivíduos são excluídos do es-

tudo por motivo relacionado à ocorrência do evento, ou seja, ocorre quando o estudo con-

sidera somente indivíduos que apresentaram o evento de interesse dentro de um intervalo

temporal pré-estabelecido (𝑇𝐴, 𝑇𝐵). O trucamento pode ser classificado como à esquerda

ou à direita, em que o primeiro inclui somente observações que ocorreram após o limite

inferior do intervalo de tempo pré-estabelecido (𝑇 ≥ 𝑇𝐴), e o segundo inclui somente in-

divíduos que sofreram o evento de interesse, ou seja, a data de ocorrência do evento é

menor que o limite superior do intervalo de tempo (𝑇 ≤ 𝑇𝐵).

2.1.3 Representação de Dados de Sobrevivência

De maneira geral, os dados de sobrevivência são representados pelo par (𝑡𝑖, 𝛿𝑖), de

maneira que 𝑡𝑖 é o tempo de falha ou censura e 𝛿𝑖 é o indicador de falha ou censura,

para cada indivíduo 𝑖 (𝑖 = 1,2,...,𝑛) presente no estudo. A representação da indicação de

censura, na maioria das vezes, é dada por:

𝛿𝑖 =

⎧⎨⎩1, se 𝑡𝑖 é tempo de falha

0, se 𝑡𝑖 é tempo de censura.

2.1.4 Principais Funções para Dados de Sobrevivência

Em análise de sobrevivência, para uma variável aleatória não-negativa 𝑇 , sendo esta

o tempo até a ocorrência do evento de interesse, informações podem ser observadas com

base nas funções de sobrevivência e taxa de falha.

2.1.4.1 Função de Sobrevivência

A função de sobrevivência descreve a probabilidade de que um indivíduo do estudo não

apresente o evento de interesse até um tempo 𝑡, em outras palavras, essa função indica

a probabilidade do indivíduo sobreviver em um determinado tempo 𝑡. Em notação, temos:

𝑆(𝑡) = 𝑃 (𝑇 > 𝑡).

Sabe-se que a função de distribuição acumulada representa a probabilidade do evento

de interesse ocorrer até um tempo 𝑡, ou seja, 𝐹 (𝑡) = 𝑃 (𝑇 ≤ 𝑡). Com isso, tem-se a



Capítulo 2. Fundamentação Teórica 18

seguinte relação:

𝑆(𝑡) = 𝑃 (𝑇 > 𝑡) = 1 − 𝑃 (𝑇 ≤ 𝑡) = 1 − 𝐹 (𝑡).

2.1.4.2 Função Taxa de Falha

A função taxa de falha, ou função de risco, é definida como o risco de que um indivíduo

sofra o evento de interesse dentro de um intervalo 𝑡 e 𝑡 + Δ𝑡, tal que:

ℎ(𝑡) = lim
Δ𝑡→0

𝑃 [(𝑡 ≤ 𝑇 ≤ 𝑡 + Δ𝑡)|𝑇 ≥ 𝑡]
Δ𝑡

.

Carvalho et al. (2011), afirmam que o valor obtido por ℎ(𝑡) não é uma probabilidade, de

modo que sua unidade de medida é dada pelo inverso do tempo da variável aleatória em

estudo, ou seja, tempo−1, podendo assumir qualquer valor real maior que zero, não sendo

restrita para o intervalo [0,1].

Por meio de algumas relações entre funções citadas por Lee e Wang (2003), a função

de risco pode ser escrita por meio da relação entre as funções de densidade de probabili-

dade (𝑓(𝑡)) e de sobrevivência, em um determinado tempo 𝑡, da seguinte forma:

ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑡)
𝑆(𝑡) = − 𝑑

𝑑𝑡
(ln 𝑆(𝑡)).

2.1.4.3 Função Taxa de Falha Acumulada

A função taxa de falha acumulada, ou função de risco acumulado, fornece a taxa de

falha acumulada de um indivíduo. Segundo Colosimo e Giolo (2006), embora essa função

não tenha uma interpretação direta, ela pode ser útil na avaliação da função taxa de falha,

em que isso ocorre essencialmente na estimação não paramétrica quando ℎ(𝑡) é difícil de

ser estimada. A função de risco acumulado é definida por:

Λ(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝑢)𝑑𝑢 = − ln 𝑆(𝑡).

2.1.5 Estimador de Kaplan-Meier

A presença de dados com censura é um problema para uma análise estatística descri-

tiva, dificultando o cálculo de medidas de tendência central e de variabilidade. A partir de

dados censurados envolvendo tempo de vida, o principal componente em uma análise des-

critiva é encontrar uma estimativa para a função de sobrevivência, e a partir dela, estimar

as estatísticas de interesse (COLOSIMO; GIOLO, 2006).

Apresentado por Kaplan e Meier (1958), o estimador de produto-limite (não paramé-

trico), ou ainda estimador de Kaplan-Meier, é a principal solução para estimar a função de
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sobrevivência na presença de observações censuradas, por meio de conceitos de proba-

bilidade condicional e de independência de eventos.

A expressão geral do estimador de Kaplan-Meier é dada por:

𝑆(𝑡) =
∏︁

𝑖:𝑡𝑖<𝑡

(︃
𝑛𝑖 − 𝑑𝑖

𝑛𝑖

)︃
=

∏︁
𝑖:𝑡𝑖<𝑡

(︃
1 − 𝑑𝑖

𝑛𝑖

)︃
,

em que:

• 𝑡1 < 𝑡2 < ... < 𝑡𝑘 são 𝑘 tempos de falha distintos e ordenados;

• 𝑑𝑖 é o número de falhas para o tempo 𝑡𝑖, em que 𝑖 = 1,2,...,𝑛;

• 𝑛𝑖 é a quantidade de indivíduos em risco no tempo 𝑡𝑖, ou seja, não apresentaram o

evento de interesse e também não foram censurados até o tempo anterior.

Dentre as principais propriedades do estimador (empírico) de Kaplan-Meier, destacam-

se o fato dele ser não-viciado para amostras grandes, ser um estimador de máxima vero-

similhança para a função de sobrevivência, ser fracamente consistente e convergir assin-

toticamente para um processo gaussiano.

Segundo Colosimo e Giolo (2006), este estimador, assim como outros, está sujeito

a variações que precisam ser descritas através de estimações intervalares. A variância

assintótica do estimador é expressa da seguinte forma:

̂︂𝑉 𝑎𝑟(𝑆(𝑡)) =
[︁
𝑆(𝑡)

]︁2 ∑︁
𝑖:𝑡𝑖<𝑡

𝑑𝑖

𝑛𝑖(𝑛𝑖 − 𝑑𝑖)
.

Partindo de que o estimador de Kaplan-Meier para 𝑆(𝑡) tem distribuição Normal, um

intervalo de confiança para o estimador, com nível de significância 𝛼, é dado por:

𝑆(𝑡) ± 𝑧𝛼/2

√︁̂︂𝑉 𝑎𝑟(𝑆(𝑡)).

Colosimo e Giolo (2006), afirmam que para valores de tempos extremos, esse intervalo

de confiança pode apresentar o limite inferior menor que 0 ou o limite superior maior que

1, gerando uma incoerência com a definição de probabilidade. Em casos desse tipo, deve-

se realizar uma transformação na função de sobrevivência, como �̂�(𝑡) = ln
[︁
− ln 𝑆(𝑡)

]︁
,

proposta por Kalbfleisch e Prentice (2002), em que o intervalo de confiança para 𝑆(𝑡) com

nível de significância 𝛼, é dado por:

[︁
𝑆(𝑡)

]︁exp
{︁

±𝑧𝛼/2

√̂︂𝑉 𝑎𝑟(�̂�(𝑡))
}︁

.
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2.1.6 Modelos Paramétricos em Análise de Sobrevivência

Por meio de uma abordagem não paramétrica, como por exemplo, os estimadores de

Kaplan-Meier e Nelson-Aalen (COLOSIMO; GIOLO, 2006), é possível fazer estimações

para as funções de sobrevivência e de taxa de falha a partir dos dados, sem a necessidade

de determinar se as observações são geradas por um modelo probabilístico.

Em contrapartida, os modelos paramétricos consistem em descrever os dados partindo

da ideia que a variável resposta, tempo até ocorrência do evento de interesse, segue uma

distribuição de probabilidade. Dessa forma, é possível calcular as estimativas dos parâme-

tros de interesse e fazer previsões dentro do escopo do modelo.

Segundo Carvalho et al. (2011), a partir de modelos paramétricos, é possível comparar

o efeito de (co)variáveis no modelo, visto que as estimativas de Kaplan-Meier permitem

apenas comparar ou testar a igualdade entre as curvas de sobrevivência.

2.1.7 Distribuições de Probabilidade

Existe uma diversidade de modelos probabilísticos utilizados na análise de sobrevivên-

cia. Os mais comuns são: Exponencial, Weibull, Gama, Gama Generalizado, Log-Normal,

Log-Logístico, Bur XII, Beta-Weibull, Weibull Generalizada Exponenciada de Potência e

algumas distribuições da família Kumaraswamy descritos a seguir.

2.1.7.1 Distribuição Exponencial

O modelo Exponencial é o mais simples para descrever dados de tempo de falha,

possuindo apenas um parâmetro e é caracterizada por possuir a função de taxa de falha

constante.

Considerando que uma variável aleatória não negativa, 𝑇 > 0, segue distribuição Ex-

ponencial (𝑇 ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝛼)) com parâmetro de forma 𝛼 > 0, que representa o tempo médio

de vida, tem sua função densidade de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha, res-

pectivamente, definidas por

𝑓(𝑡) = 1
𝛼

exp
{︂

−
(︂

𝑡

𝛼

)︂}︂
,

𝑆(𝑡) = exp
{︂

−
(︂

𝑡

𝛼

)︂}︂
e

ℎ(𝑡) = 1
𝛼

.
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Algumas formas para essas funções considerando diferentes valores de 𝛼, podem ser

observadas na Figura 1.

Figura 1 – Formas típicas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha,
respectivamente, para a distribuição Exponencial com diferentes valores para 𝛼.

2.1.7.2 Distribuição Weibull

Proposta por Weibull (1939), o modelo possui ampla utilização em aplicações práticas

devido a sua capacidade de apresentar uma grande quantidade de formas. Segundo Colo-

simo e Giolo (2006), uma característica importante de seu uso em análise de sobrevivência

é o fato de que sua função de taxa de falha é monótona, ou seja, pode ser crescente, de-

crescente ou constante.

Considerando que uma variável aleatória, 𝑇 > 0, tem distribuição Weibull (𝑇 ∼ 𝑊 (𝛼,𝛾))
com parâmetros de forma 𝛾 > 0 e de escala 𝛼 > 0, sua função densidade de probabilidade,

sobrevivência e taxa de falha são, respectivamente, dadas por:

𝑓(𝑡) = 𝛾

𝛼𝛾
𝑡𝛾−1 exp

{︂
−
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝛾}︂
,

𝑆(𝑡) = exp
{︂

−
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝛾}︂
,

e

ℎ(𝑡) = 𝛾

𝛼𝛾
𝑡𝛾−1.

É possível observar que para 𝛾 = 1, tem-se a distribuição Exponencial, sendo esta um

caso particular da Weibull.



Capítulo 2. Fundamentação Teórica 22

Algumas formas para o modelo Weibull podem ser observadas na Figura 2 para dife-

rentes valores dos parâmetros.

Figura 2 – Formas típicas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha,
respectivamente, para a distribuição Weibull com diferentes valores para 𝛾 e 𝛼.

2.1.7.3 Distribuição Gama

Usada por Brown e Flood (1947) para descrever o comportamento do tempo de vida

de copos de vidro circulando em uma cafeteria, tem sido muito utilizada em estudos de du-

ração de componentes, devido a sua adequação para estas áreas relacionadas. Também

possui frequente utilização em modelagens que envolvem fatores aleatórios, como mode-

los de fragilidade. Entretanto, segundo Colosimo e Giolo (2006), sua abordagem na área

médica para descrever tempos de vida é relativamente recente.

Considerando que variável aleatória, 𝑇 > 0, tem distribuição Gama (𝑇 ∼ 𝐺(𝛼,𝑘)) com

parâmetros de forma 𝑘 > 0 e de escala 𝛼 > 0, sua função densidade de probabilidade, de

sobrevivência e risco (em que as duas últimas não possuem forma analítica fechada), são

dadas, respectivamente por:

𝑓(𝑡) = 𝑡𝑘−1

Γ(𝑘)𝛼𝑘
exp

{︂
−
(︂

𝑡

𝛼

)︂}︂
,

𝑆(𝑡) =
∫︁ ∞

𝑡

1
Γ(𝑘)𝛼𝑘

𝑢𝑘−1 exp
{︂

−
(︂

𝑢

𝛼

)︂}︂
𝑑𝑢,
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ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑡)
𝑆(𝑡) .

Algumas formas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha podem

ser vistas na Figura 3, com diferentes valores para os parâmetros.

Figura 3 – Formas típicas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha,
respectivamente, para a distribuição Gama com diferentes valores para 𝑘 e 𝛼.

2.1.7.4 Distribuição Gama Generalizada

Stacy et al. (1962) apresentam uma generalização da distribuição Gama. O modelo

conta com a adição de mais um parâmetro, tornando a distribuição mais flexível.

Considerando que uma variável aleatória, 𝑇 > 0, tem distribuição Gama Generalizada

(𝑇 ∼ 𝐺𝐺(𝛼,𝛾,𝑘)) com parâmetros de forma 𝛾 > 0 e 𝑘 > 0, e parâmetro de escala 𝛼 > 0,

sua função densidade de probabilidade é dada por:

𝑓(𝑡) = 𝛾

Γ(𝑘)𝛼𝛾𝑘 𝑡𝛾𝑘 exp
{︂

−
(︂

𝑡

𝛼

)︂}︂
.

Colosimo e Giolo (2006), apresentam algumas distribuições como casos particulares

do modelo:

• para 𝛾 = 𝑘 = 1 tem-se 𝑇 v 𝐸𝑥𝑝(𝛼),

• para 𝑘 = 1 tem-se 𝑇 v 𝑊 (𝛾,𝛼),
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• para 𝛾 = 1 tem-se 𝑇 v 𝐺(𝛼,𝑘).

A função de sobrevivência e de risco para o modelo Gama Generalizado não possuem

forma analítica fechada, as quais podem ser obtidas pelas mesmas técnicas descritas na

Subseção 2.1.7.3.

Algumas formas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha podem

ser vistas na Figura 4, com diferentes valores para os parâmetros.

Figura 4 – Formas típicas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha,
respectivamente, para a distribuição Gama Generalizada com diferentes valores
para 𝑘, 𝛾 e 𝛼.

Uma outra parametrização da distribuição GG é apresentada por Prentice (1974), (tam-

bém conhecida como Log-Gama), em que se 𝑔 v Gama(𝑄2, − 1), e 𝑤 = (𝑄2𝑔) /𝑄, então

𝑡 = exp (𝜇 + 𝜎𝑤) segue uma distribuição GG com parâmetros 𝜇, 𝜎 e 𝑄, e função de den-

sidade:

𝑓(𝑡) = |𝑄|(𝑄−2)𝑄−2

𝜎𝑡Γ(𝑄−2) exp(𝑄−2) [𝑄𝑤 − exp(𝑄𝑤)] .

Cox et al. (2007) discutem sobre a aplicação da distribuição em análise de sobrevivên-

cia. A função de sobrevivência para a distribuição GG pela parametrização de Prentice é

dada por:

𝑆(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 − 𝐼(𝑔,𝜇) se 𝑄 > 0

1 − Φ
(︃

log(𝑡) − 𝜇

𝜎

)︃
se 𝑄 = 0

,
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em que 𝐼(𝑔,𝜇) =
∫︀ 𝑢

0 exp (−𝑡)/Γ(𝛾) e Φ(.) é a distribuição Normal acumulada padrão. A

função de taxa de falha pode ser obtida de maneira genérica, usando a relação entre a

função de densidade e de sobrevivência.

2.1.7.5 Distribuição Log-Normal

O modelo probabilístico Log-Normal é amplamente conhecido na literatura e utilizado

em várias áreas, inclusive na análise de sobrevivência. O modelo apresentado por Aitchi-

son e Brown (1957) permite que os dados sejam analisados segundo uma distribuição

Normal de probabilidade, entretanto, deve-se considerar o logaritmo natural dos dados ao

invés dos dados originais.

Um exemplo para aplicação da distribuição Log-Normal pode ser visto em Santos, Al-

meida e Oliveira (2019) para modelar o tempo de vida de pacientes portadores da doença

Mieloma Múltiplo.

Considerando que uma variável aleatória, 𝑇 > 0, tem distribuição Log-Normal (𝑇 ∼
𝐿𝑁(𝜇,𝜎)) com média e desvio-padrão do logaritmo natural do tempo de falha definidos,

respectivamente, por 𝜇 e 𝜎, sua função densidade de probabilidade e de sobrevivência

são, respectivamente, dadas por:

𝑓(𝑡) = 1√
2𝜋𝑡𝜎

exp

⎧⎨⎩−1
2

(︃
ln(𝑡) − 𝜇

𝜎

)︃2
⎫⎬⎭

e

𝑆(𝑡) = Φ
(︃

− ln(𝑡) + 𝜇

𝜎

)︃
,

em que Φ(.) é a função de probabilidade acumulada de uma Normal padrão. Já sua função

de risco não apresenta forma analítica fechada.

Algumas formas para as funções de distribuição probabilidade, sobrevivência e taxa de

falha podem ser vistas na Figura 5, com diferentes valores para os parâmetros.
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Figura 5 – Formas típicas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha,
respectivamente, para a distribuição Log-Normal com diferentes valores para 𝜇
e 𝜎.

2.1.7.6 Distribuição Log-Logística

Segundo Colosimo e Giolo (2006), a distribuição Log-Logística é muito semelhante em

forma à distribuição Log-Normal, entretanto, é mais adequada para o uso em análise de

sobrevivência devido a sua melhor tratabilidade ao lidar com as observações censuradas,

que ocorrem com frequência nesse tipo de análise estatística. Os mesmos autores ilustram

a distribuição em um modelo de regressão para dados de homens com câncer de pulmão

inoperável.

Considerando que uma variável aleatória não negativa, 𝑇 > 0, tem distribuição Log-

Logística (𝑇 ∼ 𝐿𝐿(𝛼,𝛾)) com parâmetros de forma 𝛾 > 0 e de escala 𝛼 > 0, sua função

densidade de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha são dados, respectivamente,

por:

𝑓(𝑡) = (𝛾/𝛼) (𝑡/𝛼)𝛾−1

(1 + (𝑡/𝛼)𝛾)2 ,

𝑆(𝑡) = 1
1 + (𝑡/𝛼)𝛾

e

ℎ(𝑡) = 𝛾/𝛼 (𝑡/𝛼)𝛾−1

(1 + (𝑡/𝛼)𝛾) .

Algumas formas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha podem

ser vistas na Figura 6, com diferentes valores para os parâmetros.
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Figura 6 – Formas típicas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha,
respectivamente, para a distribuição Log-Logística com diferentes valores para
𝛾 e 𝛼.

2.1.7.7 Distribuição Burr XII

Segundo Paranaíba (2012), a distribuição Burr XII é comumente encontrada para mo-

delar dados de sobrevivência, podendo assumir uma função de risco monótona e unimodal.

Considerando uma variável aleatória não negativa, 𝑇 > 0, segue uma distribuição Burr XII

(𝑇 ∼ 𝐵𝑢𝑟𝑟𝑋𝐼𝐼(𝜃,𝛼,𝛾)), sua função de densidade de probabilidade, de sobrevivência e de

taxa de falha são expressas, respectivamente, por:

𝑓(𝑡) = 𝛾𝛼𝑡𝛼−1

𝜃𝛼

[︂
1 +

(︂
𝑡

𝜃

)︂𝛼]︂−(𝛾+1)
,

𝑆(𝑡) =
[︂
1 +

(︂
𝑡

𝜃

)︂𝛼]︂−𝛾

,

e

ℎ(𝑡) =
𝛾𝛼

(︂
𝑡

𝜃

)︂𝛼−1

𝜃
[︂
1 +

(︂
𝑡

𝜃

)︂𝛼]︂ ,

em que 𝜃 é o parâmetro de escala e 𝛼 e 𝛾 são os parâmetros de forma, todos estritamente

maiores que zero. Na Figura 7 são apresentas algumas formas para a função de densidade

de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha para a distribuição Burr XII.
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Figura 7 – Formas típicas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha,
respectivamente, para a distribuição Burr XII com diferentes valores para 𝛾, 𝛼 e
𝜃.

2.1.7.8 Distribuição Beta-Weibull

De acordo com Peres (2016), a distribuição Beta-Weibull é uma generalização de al-

guns modelos probabilísticos já descritos na literatura, sendo versátil em análise de sobre-

vivência, pois sua função de risco pode assumir curvas monótonas e não monótonas, de

acordo com os valores dos parâmetros.

Considerando uma variável aleatória não negativa, 𝑇 > 0, segue uma distribuição Beta-

Weibull (𝑇 ∼ 𝐵𝑊 (𝜆,𝛼,𝛽,𝛾)), sua função de densidade de probabilidade, de sobrevivência

e de risco são definidas da seguinte forma:

𝑓(𝑡) = 𝛾𝑡𝛾−1

𝐵(𝛼,𝛽)𝜆𝛾
exp

[︂
−𝛽

(︂
𝑡

𝜆

)︂𝛾]︂ {︂
1 − exp

[︂
−
(︂

𝑡

𝜆

)︂𝛾]︂}︂𝛼−1
,

𝑆(𝑡) = 1 − 1
𝐵(𝛼,𝛽)

∫︁ 1−exp{−(𝑡/𝜆)}

0
𝑤𝛼−1(1 − 𝑤)𝛽−1𝑑𝑤,

e

ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑡)
𝑆(𝑡) ,

em que 𝐵(𝛼,𝛽) = Γ(𝛼)Γ(𝛽)/Γ(𝛼+𝛽), 𝜆 é o parâmetro de escala e 𝛼, 𝛽 e 𝛾 são parâmetros

de forma, todos estritamente positivos. Algumas formas de suas funções em análise de

sobrevivência são apresentadas na Figura 8.
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Figura 8 – Formas típicas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha,
respectivamente, para a distribuição Beta-Weibull com diferentes valores para
𝛼, 𝛽, 𝜆 e 𝛾.

2.1.7.9 Distribuições da Família Kumaraswamy

A distribuição Kumaraswamy Gama Generalizada é um modelo probabilístico recente,

apresentado por Pascoa, Ortega e Cordeiro (2011). De acordo com os autores, a distri-

buição possui grande flexibilidade para descrever dados de sobrevida, de modo que sua

função de risco pode assumir comportamento monótono e não monótono.

Considerando uma variável aleatória não negativa, 𝑇 > 0, segue uma distribuição Ku-

maraswamy Gama Generalizada (𝑇 ∼ 𝐾𝐺𝐺(𝛼,𝜏,𝜙,𝑘,𝜆)), sua função de densidade de

probabilidade, sobrevivência e risco são definidas por:

𝑓(𝑡) = 𝜆𝜙𝜏

𝛼Γ(𝑘)

(︂
𝑡

𝛼

)︂𝜏𝑘−1
exp

[︂
−
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝜏]︂ {︂
𝛾1

[︂
𝑘,
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝜏]︂}︂𝜆−1 (︃
1 −

{︂
𝛾1

[︂
𝑘,
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝜏]︂}︂𝜆
)︃𝜙−1

,

𝑆(𝑡) =
(︃

1 −
{︂

𝛾1

[︂
𝑘,
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝜏]︂}︂𝜆
)︃𝜙

,

e

ℎ(𝑡) = 𝜆𝜙𝜏

𝛼Γ(𝑘)

(︂
𝑡

𝛼

)︂𝜏𝑘−1
exp

[︂
−
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝜏]︂ {︂
𝛾1

[︂
𝑘,
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝜏]︂}︂𝜆−1 (︃
1 −

{︂
𝛾1

[︂
𝑘,
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝜏]︂}︂𝜆
)︃−1

,

em que 𝛾1(𝑘,𝑥) = 𝛾(𝑘,𝑥)/Γ(𝑘) =
(︁∫︀ 𝑥

0 𝑤𝑘−1𝑒−𝑤𝑑𝑥
)︁

/Γ(𝑘), 𝛼 é o parâmetro de escala e

𝜏 , 𝜙, 𝑘 e 𝜆 são parâmetros de forma, todos estritamente positivos. Para 𝑘 = 1, tem-se a

distribuição Kumaraswamy Weibull, apresentada por Cordeiro, Ortega e Nadarajah (2010).
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Na Figura 9, são apresentadas algumas formas características da função de densidade

de probabilidade, de sobrevivência e de taxa de falha para a distribuição Kumaraswamy

Gama Generalizada.

Figura 9 – Formas típicas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha,
respectivamente, para a distribuição Kumaraswamy Gama Generalizada com
diferentes valores para seus parâmetros.

Uma outra distribuição proveniente da família Kumaraswamy Generalizada é a Kuma-

raswamy Burr XII, proposta por Paranaíba et al. (2013), que pode assumir função de risco

monótona e não monótona.

Considerando uma variável aleatória não negativa, 𝑇 > 0, segue uma distribuição Ku-

maraswamy Burr XII (𝑇 ∼ 𝐾𝐵𝑋𝐼𝐼(𝛼,𝛽,𝜆,𝛾,𝜃)), sua função de densidade de probabili-

dade, de sobrevivência e de risco são definidas por:

𝑓(𝑡) = 𝛼𝛾𝛽𝜆𝜃−𝛼𝑡(𝛼−1)
[︂
1 +

(︂
𝑡

𝜃

)︂𝛼]︂−(𝛾+1) {︃
1 −

[︂
1 +

(︂
𝑡

𝜃

)︂𝛼]︂−𝛾
}︃(𝜆−1)

×

⎡⎣1 −
{︃

1 −
[︂
1 +

(︂
𝑡

𝜃

)︂𝛼]︂−𝛾
}︃𝜆
⎤⎦(𝛽−1)

,

𝑆(𝑡) = 1 −

⎧⎪⎨⎪⎩1 −

⎡⎣1 −
{︃

1 −
[︂
1 +

(︂
𝑡

𝜃

)︂𝛼]︂−𝛾
}︃𝜆
⎤⎦(𝛽)

⎫⎪⎬⎪⎭ ,
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e

ℎ(𝑡) = 𝛼𝛾𝛽𝜆𝜃−𝛼𝑡(𝛼−1)
[︂
1 +

(︂
𝑡

𝜃

)︂𝛼]︂−(𝛾+1) {︃
1 −

[︂
1 +

(︂
𝑡

𝜃

)︂𝛼]︂−𝛾
}︃(𝜆−1)

×

⎡⎣1 −
{︃

1 −
[︂
1 +

(︂
𝑡

𝜃

)︂𝛼]︂−𝛾
}︃𝜆
⎤⎦(−1)

,

sendo 𝛼, 𝛽 e 𝜆 e 𝛾 parâmetros de forma e 𝜃 o parâmetro de escala, todos estritamente

positivos.

2.1.7.10 Distribuição Weibull Generalizada Exponenciada de Potência

A partir da família exponenciada, Pena-Ramirez et al. (2018) propem a distribuição

Weibull Generalizada Exponenciada de Potência. De acordo com os autores, o modelo

probabilístico é bastante flexível para os tipos comuns de função de risco.

Considerando uma variável aleatória não negativa, 𝑇 > 0, segue uma distribuição Wei-

bull Generalizada Exponenciada de Potência (𝑇 ∼ 𝐸𝑃𝐺𝑊 (𝛼,𝛽,𝛽,𝛾,𝜆)), sua função den-

sidade de probabilidade, sobrevivência e risco são definidas como:

𝑓(𝑡) = 𝛼𝛽𝜆𝛾𝑡𝛾−1 (1 + 𝜆𝑡𝛾)𝛼−1 exp [1 − (1 + 𝜆𝑡𝛾)𝛼]
{1 − exp [1 − (1 + 𝜆𝑡𝛾)𝛼]}1−𝛽 ,

𝑆(𝑡) = 1 − [1 − exp {1 − (1 + 𝜆𝑡𝛾)}]𝛽 ,

e

ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑡)
𝑆(𝑡) ,

em que 𝛼, 𝛽 e 𝛾 são os parâmetros de forma e 𝜆 é o parâmetro de escala, todos estrita-

mente positivos.

A Figura 10 apresenta algumas formas das funções características em análise de so-

brevivência para a distribuição.
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Figura 10 – Formas típicas para as funções de probabilidade, sobrevivência e taxa de falha,
respectivamente, para a distribuição Weibull Generalizada Exponenciada de
Potência com diferentes valores para seus parâmetros.

2.1.8 Inflação de Zeros e Fração de cura

2.1.8.1 Modelos com Inflação de Zeros

Grande parte das distribuições de probabilidade, tanto as amplamente conhecidas na

literatura, bem como distribuições apresentadas mais recentemente, podem ser usadas

para descrever fenômenos ou experimentos que produzem resultados reais não nulos.

Entretanto, ao analisar conjuntos de dados com valores contínuos, é possível que a

situação de estudo apresente valores observáveis de zeros para a variável resposta, e

quando a frequência é alta, é dito então que os dados possuem excesso de zeros, ou

que são inflacionados de zeros. Ospina e Ferrari (2010) afirmam que essa proporção de

zeros não permite que as observações sejam provenientes de uma distribuição contínua.

Dessa forma, para analisar dados com excessos de zeros, devem ser utilizados modelos

inflacionados, em que os dados são distribuídos de forma contínua com suporte no modelo

probabilístico, mas que incluem observações em um dos seus extremos (HASHIMOTO,

2013).

Considerando 𝑇 uma varável aleatória que representa o tempo até a ocorrência do

evento de interesse, com excessos de zeros, segundo Calsavara et al. (2019), a função de

sobrevivência é dada da seguinte forma:

𝑆(𝑡) = (1 − 𝑝0)𝑆0(𝑡),



Capítulo 2. Fundamentação Teórica 33

onde 0 < 𝑝0 < 1 é o parâmetro que modela a proporção de tempos zero, 𝑆0(𝑡) é a função

de sobrevivência própria.

Desse modo, a função de probabilidade, em que 𝑓0(𝑡) é a função de densidade de

probabilidade própria, é dada da seguinte forma:

𝑓(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝑝0 se 𝑡 = 0
(1 − 𝑝0)𝑓0(𝑡) se 𝑡 ̸= 0

2.1.8.2 Modelos com Fração de Cura

Os modelos de sobrevivência com fração de cura podem ser utilizados para modelar

dados de sobrevida onde observações possuem um longo tempo de sobrevivência. Nessa

abordagem, parte-se da ideia de que a população em estudo é formada por indivíduos que

são suscetíveis a experimentar o evento de interesse, bem como indivíduos que não são

suscetíveis, podendo ser classificados como “imunes” ao evento de interesse (MALLER;

ZHOU, 1996).

Nessa abordagem, a função de sobrevivência é dada da seguinte forma:

𝑆(𝑡) = 𝑝1 + (1 − 𝑝1)𝑆0(𝑡),

em que 0 < 𝑝1 < 1 é a proporção de indivíduos que não estão suscetíveis a ocorrência do

evento de interesse e 𝑆0(𝑡) é a função de sobrevivência própria.

Já a função de densidade de probabilidade é definida da seguinte forma:

𝑓(𝑡) = (1 − 𝑝1)𝑓0(𝑡),

em que 𝑝1 é a proporção de indivíduos “imunes” ao evento de interesse e 𝑓0(𝑡) é a função

de densidade de probabilidade própria.

Alguns trabalhos abordando modelos com fração de cura podem ser observados em

Achcar, Barros e Mazucheli (2012), Martinez et al. (2013) e Peres, Santos e Oliveira (2020).

2.1.8.3 Modelos com Inflação de Zeros e Fração de Curados

Considerando dados que possuem inflação de zeros e também uma proporção de cu-

rados, ambas características podem ser incorporados nas análises, como pode ser obser-

vado em Júnior, Moreira e Louzada (2017) e Souza et al. (2021), definindo as funções de

densidade de probabilidade e sobrevivência (em modelos de mistura), respectivamente,

como:

𝑓(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝑝0 se 𝑡 = 0,

(1 − 𝑝0 − 𝑝1)𝑓0(𝑡) se 𝑡 ̸= 0,
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e

𝑆(𝑡) = 𝑝1 + (1 − 𝑝0 − 𝑝1)𝑆0(𝑡),

em que 𝑝0 é a proporção de zeros, 𝑝1 é a proporção de indivíduos que não apresentaram

o evento de interesse, de modo que 0 < (𝑝0,𝑝1) < 1, e 𝑓0(𝑡) e 𝑆0(𝑡) são, respectivamente,

as funções de densidade de probabilidade e de sobrevivência próprias.

2.2 Métodos de Estimação

2.2.1 O Método da Máxima Verossimilhança

Exitem vários métodos estatísticos conhecidos na literatura que permitem realizar a

estimação dos parâmetros de distribuições de probabilidade. Entretanto, na análise de

sobrevivência, a presença de censuras acaba tornando alguns métodos de estimação ina-

dequados.

O método da máxima verossimilhança apresentado por Fisher (1912), consiste em bus-

car a distribuição, dentre todas as possíveis de acordo com os valores dos parâmetros,

que tenha a maior probabilidade de ter gerado os dados que estão sendo estudados. Em

termos matemáticos, é de interesse encontrar os valores de um vetor 𝜃 que maximize a

função de verosimilhança 𝐿(𝜃).

Para uma melhor compreensão do método da máxima verossimilhança e visualização

de seu uso para a estimação de parâmetros, ver Ramachandran e Tsokos (2015).

Em análise de sobrevivência, a contribuição de cada observação não censurada para

𝐿(𝜃) é sua função de densidade, já as observações censuradas, apenas informam que

tempo de falha é maior que o tempo de censura observado, logo, sua contribuição para

𝐿(𝜃) é dada pela função de sobrevivência, 𝑆(𝑡). Assumindo uma amostra aleatória (𝑡𝑖,𝛿𝑖),
em que 𝑖 = 1,...,𝑛, a função de verossimilhança pode ser expressa por:

𝐿(𝜃) =
𝑛∏︁

𝑖=1
[𝑓(𝑡𝑖; 𝜃)]𝛿𝑖 [𝑆(𝑡𝑖; 𝜃)]1−𝛿𝑖 .

Os estimadores de máxima verossimilhança de 𝜃 são os valores responsáveis por ma-

ximizar a função de verossimilhança 𝐿(𝜃), ou de forma equivalente, o logaritmo da função

de verossimilhança, log 𝐿(𝜃), em que estes são encontrados resolvendo o seguinte sis-

tema de equações:

𝑈(𝜃) = 𝜕 ln 𝐿(𝜃)
𝜕𝜃

= 0.
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2.2.1.1 Intervalo de Confiança

De acordo com Peres (2016), considerando que 𝜃 ∼ 𝑁(0,1), ou seja, o estimador do

parâmetro 𝜃𝑘 segue uma distribuição Normal com média 0 e variância 1, então um intervalo

de confiança assintótico para um parâmetro 𝜃𝑘 com nível de significância 𝛼 é dado por:

𝜃𝑘 ± 𝑍1−𝛼/2

√︁
𝑉 𝑎𝑟(𝜃𝑘),

em que 𝑍1−𝛼/2 é o quantil de uma distribuição Normal padronizada com coeficiente de

confiança assintótico 𝛼, e 𝑉 𝑎𝑟(𝜃𝑘) é a variância de 𝜃𝑘, estimada pela matriz hessiana:

−
[︁
𝐸(𝐻(𝜃))

]︁−1
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑉 𝑎𝑟(𝜃1) 𝐶𝑜𝑣(𝜃1, 𝜃2) . . . 𝐶𝑜𝑣(𝜃1, 𝜃𝑘)

𝐶𝑜𝑣(𝜃2, 𝜃1) 𝑉 𝑎𝑟(𝜃2) . . . 𝐶𝑜𝑣(𝜃2, 𝜃𝑘)
...

...
. . .

...

𝐶𝑜𝑣(𝜃𝑘, 𝜃1) 𝐶𝑜𝑣(𝜃𝑘, 𝜃2) . . . 𝑉 𝑎𝑟(𝜃𝑘)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

2.2.1.2 Função de Ligação

Na implementação de (co)variáveis ao modelo, se faz necessária a utilização de uma

função de ligação, relacionando as (co)variáveis a seus respectivos parâmetros, de modo

que, uma função monótona 𝑔(𝜃) relaciona o parâmetro 𝜃 a uma função linear.

A função de ligação mais utilizada é a Identidade, dada por: 𝑔(𝜃) = 𝜃, entretanto Peres

(2016) apresenta outras comuns utilizadas na análise de sobrevivência, além de discutir

sobre a escolha da função de ligação adequada, de modo que é necessário conhecer o

domínio do espaço paramétrico em questão.

2.2.2 Inferência Bayesiana

Em modelos frequentistas, os parâmetros de um modelo são tradados como escalares

ou um vetor desconhecido fixo. Em contrapartida, em modelos Bayesiano, o escalar ou

vetor aleatório desconhecido é quantificado em termos de probabilidade, seguindo uma

distribuição a priori. A partir das informações a priori e dos dados amostrais, é possível

modelar e atualizar as estimativas a posteriori por meio das regras de Bayes (PAULINO;

TURKMAN; MURTEIRA, 2003; ROSSI, 2011).

De acordo com Achcar et al. (2019), considerando uma amostra aleatória 𝑦 = (𝑦1,𝑦2,...,

𝑦𝑛) de dados independentes e identicamente distribuídos com uma distribuição conjunta

dada pela densidade 𝑓(𝑦|𝜃), representada pela função de verossimilhança, 𝐿(𝑦|𝜃), e uma

distribuição a priori para 𝜃, dada por 𝜋(𝜃), por meio da regra de Bayes, tem-se a distribuição

a posteriori para 𝜃 dado 𝑦,

𝜋(𝜃|𝑦) ∝ 𝐿(𝑦|𝜃)𝜋(𝜃).
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Segundo Rossi (2011), a teoria frequentista muitas vezes é limitada em alguns aspec-

tos, como a aceitação de algo não real (por exemplo, considerar de que os dados não nor-

mais seguem uma distribuição Normal) e a obtenção de estimativas absurdas em alguns

casos, de modo que, o método Bayesiano pode ser uma alternativa para estas situações.

Além disso, a utilização de informações prévias sobre o parâmetro de interesse podem

gerar estimativas a posteriori mais coerentes com a realidade da variável de estudo, e a

utilização das distribuições a priori não informativas permitem realizar comparações com

os resultados frequentistas.

Martinez e Achcar (2014) também ressaltam algumas vantagens da utilização de mé-

todos Bayesianos, de modo que estes podem ser uma saída para situações em que os

modelos frequentistas apresentam problemas de significância ou convergência das es-

timativas dos parâmetros, função de verossimilhança muito complexas e problemas de

identificabilidade.

Na abordagem Bayesiana, deseja-se obter-se as estimativas dos parâmetros a posteri-

ori, além de seus intervalos de credibilidade, entretanto, de acordo com Assunção (2019),

essas estimativas nem sempre são fáceis de serem obtidas, sendo necessária a utiliza-

ção de algoritmos para se obter uma amostra da distribuição a posteriori e assim, estimar

esperanças com respeito a esta distribuição via processos estocásticos.

Os algoritmos mais utilizados, os de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), são

usados para gerar uma amostra (aproximada) grande de uma certa distribuição, quando

não se consegue gerar diretamente desta distribuição. A construção é dada por meio de

uma cadeia de Markov de modo que uma série de propriedades devem ser satisfeitas para

que o algoritmo tenha as propriedades desejadas (ASSUNÇÃO, 2019).

Outra abordagem para inferência Bayesiana é dada pelo método de Aproximação de

Laplace Aninhada Integrada (Integrated Nested Laplace Approximation - INLA), proposta

por Rue, Martino e Chopin (2009), sendo que uma das principais características é ser

uma alternativa ao método MCMC em termos de acurácia e tempo computacional. De uma

maneira geral, este método combina aproximação de Laplace para integrais com técnicas

numéricas para matrizes esparsas.

Uma discussão detalhada sobre o processo de estimação pode ser observado nos

trabalhos de Rue, Martino e Chopin (2009), Caballero (2013) e Rue et al. (2017), além do

site (https://www.r-inla.org) do pacote INLA para o ambiente estatístico R.
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Capítulo 3

Análise de sobrevivência para dados de

HIV/AIDS: uma abordagem Bayesiana

Resumo

Este artigo1 teve como objetivo estimar os parâmetros das funções de sobrevivência de

algumas distribuições para dados sobre HIV/AIDS do Mato Grosso do Sul, Brasil, entre

2009 e 2018. Foram comparados alguns ajustes frequentistas e com base nos valores

do logaritmo da função de verossimilhança e do Critério de Informação de Akaike (AIC),

selecionou-se o melhor modelo para a realização de um ajuste Bayesiano, além de realizar

uma comparação deste com o modelo padrão em análise de sobrevivência, o Weibull. Foi

possível calcular as estimativas dos parâmetros, bem como comparar os dois modelos por

meio dos valores do Critério de Informação da Deviance Bayesiana (DIC). Verificou-se que

o modelo selecionado (Log-Normal) apresentou um melhor ajuste aos dados, comparado

ao modelo padrão.

Palavras-chave: inferência Bayesiana; modelos probabilísticos; tempos de falha.

3.1 Introdução

A análise de sobrevivência consiste em uma análise estatística de dados, cuja variá-

vel resposta corresponde à quantidade de tempo observado de um instante inicial até a

1 Este artigo foi publicado na revista Brazilian Journal of Development: BUENO, M. V.; ROSSI, R. M. Análise
de sobrevivência para dados de HIV/AIDS: uma abordagem Bayesiana. Brazilian Journal of Development,
Curitiba, v.7, n.6, p. 55797 - 55805 jun. 2021. DOI: 10.34117/bjdv7n6-133.
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ocorrência, ou não, do evento de interesse. Segundo Bastos e Rocha (2006), algumas da-

tas importantes para o desenvolvimento desse tipo de análise podem ser citadas, como a

publicação do livro “Natural and Political Observations upon the Bill of Mortality” por John

Graunt em 1662 e o desenvolvimento da primeira tabela de mortalidade por Edmund Halley

em 1693.

Na abordagem Bayesiana, o parâmetro em estudo é tratado como uma variável aleató-

ria, quantificada em termos de probabilidade, desse modo, diz-se que o parâmetro segue

uma distribuição a priori. A partir dessas distribuições e dos dados amostrais, são encon-

tradas as estimativas a posteriori por meio da regra de Bayes. Existem inúmeras aplicações

em diferentes áreas de estudo dessa abordagem, como exemplificado em (ROSSI, 2011).

Segundo Brito, Castilho e Szwarcwald (2001), a AIDS destaca-se entre as enfermida-

des infecciosas, devido a sua grande magnitude e a extensão de seus danos causados

às populações, a qual desde sua origem, suas características e repercussões são ampla-

mente discutidas pela comunidade científica.

Vários trabalhos podem ser observados envolvendo dados de HIV/AIDS utilizando téc-

nicas não paramétricas, como em Müller e Borges (2020), Melo, Donalisio e Cordeiro

(2017), Medeiros et al. (2017), entre outros. Entretanto, ainda há uma escassez de tra-

balhos para essa mesma temática de dados utilizando abordagens paramétricas, tanto

frequentistas quanto Bayesianas.

Partindo disso, este trabalho teve como objetivo estimar os parâmetros para a função de

sobrevivência de algumas distribuições e apresentar o melhor modelo sob a ótica frequen-

tista quando aplicados à dados de HIV/AIDS, assim como fazer uma breve comparação ao

modelo padrão de análise de sobrevivência, o Weibull, sob o ponto de vista Bayesiano.

3.2 Materiais e Métodos

O conjunto de dados utilizado pertence a um estudo epidemiológico, transversal e ana-

lítico apresentado por Werle (2021), realizado com 9.021 notificações por HIV/AIDS no

Estado do Mato Grosso do Sul, Brasil, no período de 2009 a 2018, sobre o tempo (em se-

manas) de acompanhamento até a morte por AIDS. O estudo originário atendeu as normas

nacionais e internacionais de ética em pesquisa com seres humanos, e foi aprovado com

o parecer n° 3.789.678.

A caracterização dos dados de sobrevivência é apresentada por meio dos tempos de

falha ou de censuras. O tempo de falha é a medida de tempo entre a exposição do indivíduo

ou objeto ao determinado fator estudado, já definido previamente para a realização do

estudo, até o evento de interesse (falha) ocorrer. As censuras representam observações
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incompletas ou parciais, devido a não ocorrência do evento de interesse ou a perda de

acompanhamento do paciente durante o período de estudo (COLOSIMO; GIOLO, 2006).

Para a análise dos dados foi considerando como critério de exclusão, observações

que apresentavam tempo de falha igual a ‘0’ (zeros, inconsistências de registros). Foram

removidas um total de 309 observações e, dessa forma, o banco de dados final conteve

8.712 observações.

Utilizando os pacotes survival e flexsurv, do ambiente estatístico R (R Core Team,

2022), e partindo de uma abordagem frequentista, inicialmente foram testadas algumas

distribuições de probabilidade amplamente conhecidas na literatura para a representação

dos dados, a saber: Exponencial, Weibull, Gama, Gama Generalizada, Log-Normal e Log-

logística. Neste processo inicial, as estimativas dos parâmetros foram obtidas pelo método

da máxima verossimilhança. Foi escolhida a distribuição que melhor representasse os da-

dos com base nos valores do logaritmo da função de verossimilhança e do Critério de

Informação de Akaike (AIC).

A partir destes resultados, objetivou-se comparar, por meio de técnicas Bayesianas, o

melhor modelo avaliado com um modelo seguindo a distribuição Weibull, considerada pa-

drão na literatura e possuindo grande usabilidade em estudos biomédicos. Considerou-se

então duas situações, sendo uma em que a variável aleatória tempo (em semanas) até a

falha segue uma distribuição Log-Normal e outra em que a mesma segue uma distribuição

Weibull. As distribuições de probabilidade e suas respectivas funções de sobrevivência as-

sociadas são apresentadas na Tabela 1, em que Φ(.) é a função de distribuição acumulada

de uma Normal padrão.

Tabela 1 – Distribuições de probabilidade e função de sobrevivência para as distribuições
Weibull e Log-Normal.

Distribuição Função Densidade de Probabilidade Função de Sobrevivência

Weibull 𝑓(𝑡) = 𝛾
𝛼𝛾 𝑡𝛾−1 exp

{︁
−
(︀

𝑡
𝛼

)︀𝛾}︁
𝑆(𝑡) = exp

{︁
−
(︀

𝑡
𝛼

)︀𝛾}︁
, 𝑡 > 0

Log-Normal 𝑓(𝑡) = 1
𝑡𝜎

√
2𝜋

exp
{︁

−(log(𝑡)−𝜇)2

2𝜎2

}︁
𝑆(𝑡) = Φ

(︁
− log(𝑡)+𝜇

𝜎

)︁
, 𝑡 > 0

Considerando a distribuição Weibull sabe-se que 𝛾 e 𝛼 são parâmetros de forma e es-

cala, respectivamente. O parâmetro 𝛾 não possui unidade de medida e 𝛼 possui a mesma

unidade de medida de 𝑡. Já no modelo Log-Normal, os parâmetros 𝜇 e 𝜎 são, respectiva-

mente a média e o desvio-padrão do logaritmo natural do tempo de falha.

O estimador de (KAPLAN; MEIER, 1958), também conhecido como estimador produto-

limite, é uma adaptação da função empírica de sobrevivência (probabilidade de que um

indivíduo sobreviva em um tempo 𝑡, ou seja, 𝑃 (𝑇 ≥ 𝑡)), que permite calcular as esti-
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mativas para os tempos de sobrevivência. Por se tratar de uma abordagem não para-

métrica, as estimativas são calculadas sem a necessidade de fazer a suposição de uma

distribuição de probabilidade para a variável resposta. Sua expressão geral é definida por

𝑆(𝑡) = ∏︀
𝑖:𝑡𝑖<𝑡

(︁
1 − 𝑑𝑖

𝑛𝑖

)︁
, em que 𝑑𝑖 é o número de falhas no tempo 𝑖 e 𝑛𝑖 o número de

observações vivas e não censuradas no tempo 𝑖.

A partir da função de sobrevivência estimada pelo método do produto-limite, caso seja

interesse do estudo, é possível obter as demais funções básicas em análise de sobrevi-

vência, como por exemplo, a função de taxa acumulada Λ(𝑡) = − ln 𝑆(𝑡) (CARVALHO et

al., 2011).

Para a modelagem Bayesiana, em ambas as situações, foram consideradas distribui-

ções a priori não informativas para os parâmetros, conforme a parametrização do Open-

BUGS, Spiegelhalter et al. (1994), programa específico para tal análise. No modelo Weibull,

atribuiu-se as seguintes distribuições a priori 𝛾 ∼ Gama(0,001; 0,001) e 𝜆 ∼ 𝑁(0; 0,000001),
onde 𝛼 = exp (−𝜆/𝛾). No modelo Log-Normal, foram atribuídas 𝜇 ∼ 𝑁(0; 0,000001) e

𝜏 ∼ Gama(0,001; 0,001), onde 𝜎 = 1/
√

𝜏 . Para uma abordagem mais detalhada, ver

Ibrahim, Chen e Sinha (2001).

Para obtenção das estimativas a posteriori dos parâmetros, foi utilizado o pacote BRugs

(vinculado ao OpenBugs) do R, o qual foram gerados 110.000 valores simulados em um

processo Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), com saltos de tamanho 50 e des-

carte inicial de 10.000 valores. A verificação da convergência das cadeias foi realizada

pelo critério de Heidelberger e Welch, Heidelberger e Welch (1983), via pacote coda do

R. A comparação entre os modelos Bayesianos foi feita pelo Critério de Informação da

Deviance Bayesiana (DIC).

Para a verificação da qualidade dos ajustes, utilizaram-se os resíduos de Cox-Snell. Se-

gundo Lawless (2003) os resíduos devem ser provenientes de uma população homogênea

e seguir uma distribuição Exponencial padronizada caso o modelo seja adequado.

3.3 Resultados e discussão

O gráfico das estimativas de Kaplan-Meier, permitiu a observação do comportamento

da função da sobrevivência empírica para os dados (Figura 11). A Tabela 2 apresenta

os resultados para o logaritmo das funções de verossimilhança e o AIC das distribuições

consideradas. De acordo com os resultados, é possível observar que a distribuição Log-

Normal é a mais adequada dentre as avaliadas, visto que apresentou o menor valor do AIC

(=12.792,54).

A partir da escolha do melhor ajuste (Log-Normal) sob a ótica frequentista paramétrica,
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Tabela 2 – Resultados do logaritmo das funções de verossimilhança e AIC para as distri-
buições consideradas.

Distribuição log(𝐿(𝜃)) AIC
Exponencial -7.127,07 14.256,14
Weibull -6.418,45 12.840,91
Gama -6.420,42 12.844,85
Gama Generalizada -6.403,17 12.812,35
Log-Normal -6.394,27 12.792,54
Log-Logística -6.416,60 12.837,20

na sequência, por meio do procedimento Bayesiano, um resumo das estimativas a poste-

riori deste modelo Log-Normal e do modelo padrão (Weibull) são apresentadas na Tabela

3.

Observa-se que para o modelo Log-Normal, a média e a mediana das estimativas dos

parâmetros a posteriori não apresentam grande diferença, indicando distribuição simétrica

a posteriori.

Figura 11 – Curva de sobrevivência empírica via Kaplan-Meier.

Pode-se observar pelos valores dos DIC e pelas comparações entre a curva de so-

brevivência empírica de Kaplan-Meier e as funções de sobrevivência paramétricas com
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Tabela 3 – Estimativas a posteriori dos parâmetros e seus intervalos com 95% de credibi-
lidade [𝑃2,5%; 𝑃97,5%].

Distribuição Parâmetro Média Desvio-Padrão Mediana DIC 𝑃2,5% 𝑃97,5%

Weibull
𝛼 119.100 27.980 115.900

12.840
74.400 184.700

𝛾 0,363 0,012 0,362 0,340 0,387

Log-Normal
𝜇 12,818 0,265 12,816

12.790
12,304 13,337

𝜎 5,770 0,169 5,764 5,450 6,101

estimativas Bayesianas para os parâmetros (Figura 12), que as duas distribuições estão

ajustadas aos dados de forma similar. As comparações das curvas de sobrevivências fre-

quentistas e Bayesianas com a função de sobrevivência empírica para cada modelo (Figura

13), indicam que as curvas estimadas por métodos Bayesianos e frequentistas também ti-

veram ajustes similares.

Figura 12 – Curvas de sobrevivência estimadas via Kaplan-Meier e procedimentos Bayesi-
anos para as distribuições Weibull e Log-Normal.

Essa similaridade pode ser observada nos resultados dos cálculos de sobrevivência

para os tempos 𝑡. Por exemplo, calculando a probabilidade de que um indivíduo sobreviva

a pelo menos 170 semanas, são obtidos os valores de 91,03%, 90,84% e 91,82% segundo

o modelo Weibull, Log-Normal e as estimativas de Kaplan-Meier, respectivamente.
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Figura 13 – Curvas de sobrevivência dos modelos Weibull e Log-Normal estimadas via mé-
todos frequentistas e Bayesianos, comparadas com as estimativas de Kaplan-
Meier.

A análise de resíduos de Cox-Snell indica que ambas distribuições abordadas não apre-

sentaram um ajuste adequado aos dados (Figura 14). Talvez, algumas justificativas para tal

fato, sejam a possibilidade de os dados terem sido inseridos no sistema do SUS de forma

irregular ou a própria natureza dos dados, e neste caso, discute-se sobre a necessidade

de buscar outas distribuições de probabilidade mais flexíveis e com uma maior quantidade

de parâmetros, como por exemplo a Kumaraswamy Gama Generalizada, apresentada por

Pascoa, Ortega e Cordeiro (2011), possa melhorar a qualidade dos ajustes.

A inclusão de (co)variáveis no ajuste de modelos, não abordado no presente estudo, é

algo ainda a ser investigado, devido ao grande interesse nas áreas da saúde e de políticas

públicas. Além de que, podem ter sua parcela de colaboração no bom ajuste do modelo

aos dados.
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Figura 14 – Análise de resíduos de Cox-Snell para os modelos Weibull e Log-Normal

3.4 Conclusões

O modelo Log-Normal foi o que apresentou melhor ajuste aos dados de HIV/AIDS.

Entretanto, acredita-se que para uma melhor performance dos ajustes, deva-se considerar

modelos probabilísticos mais flexíveis, permitindo ajustar a curva de sobrevivência de uma

forma adequada.



45

Capítulo 4

Fatores associados ao tempo de sobrevida

para pacientes com HIV/AIDS no Estado

Mato Grosso do Sul: abordagem

paramétrica

Resumo

Neste artigo1, objetivou-se ajustar algumas distribuições de probabilidade para o tempo

de sobrevida em pacientes com HIV/AIDS no Mato Grosso do Sul, Brasil, acompanhados

entre 2009 e 2018, por meio de métodos frequentistas e Bayesianos. A partir de modelos

de regressão, foi possível estimar o efeito de variáveis explicativas sobre a variável res-

posta. Com base nos valores do critério de informação de Akaike (AIC) e o no logaritmo de

máxima verossimilhança, foi verificado que a distribuição Log-Normal foi a mais adequada

para o ajuste aos dados. Foram construídos dois modelos de regressão com base nas me-

todologias descritas, de modo que ambos convergiram para uma mesma interpretação das

variáveis explicativas: sexo, raça, escolaridade, e uso de drogas injetáveis. Verificou-se que

o tempo mediano até a morte por HIV/AIDS é, aproximadamente: 2,1 vezes maior para in-

divíduos do sexo feminino, 1,8 vezes maior para indivíduos brancos, 5,4 vezes maior para

indivíduos com escolaridade superior a 8 anos e 5,5 vezes maior para indivíduos que não

fazem uso de drogas injetáveis. Por meio das interpretações dos coeficientes dos parâme-

1 Este artigo foi aceito para publicação na Revista Brasileira de Biometria, previsto para 30 de setembro de
2022. BUENO, M. V.; ROSSI, R. M. Factors associated with survival time for patients with HIV/AIDS in the
State of Mato Grosso do Sul: Parametric approach. Revista Brasileira de Biometria, v. 40, n. 3, 2022.
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tros do modelo, pode-se discutir a necessidade de políticas de prevenção e diagnóstico

precoce focadas em grupos que apresentam um menor tempo mediano de sobrevida após

a notificação da infecção pelo vírus do HIV.

Palavras-chave: análise de sobrevivência; modelos probabilísticos; tempos de falha; infe-

rência bayesiana.

4.1 Introdução

A análise de sobrevivência consiste em uma área da estatística que estuda a duração

do tempo até a observação de um evento de interesse, em que este tempo é denominado

tempo de falha. Alguns exemplos podem ser apresentados como o tempo até a morte, cura

ou recidiva de uma doença em um paciente.

Segundo Colosimo e Giolo (2006), a principal características de dados de sobrevivên-

cia é a presença de observações parciais das respostas, chamadas de censuras. Desse

modo, o termo análise de sobrevivência refere-se a situações médicas que envolvem dados

censurados.

Em um contexto histórico, algumas datas importantes para o desenvolvimento deste

tipo de análise estatística são apresentadas por Bastos e Rocha (2006), sendo estas a

publicação do livro “Natural and Political Observations upon the Bill of Mortality”, por John

Graunt em 1962 e o desenvolvimento da primeira tabela de mortalidade em 1693 por Ed-

mund Halley, semelhantes às utilizadas atualmente em demografia.

Por meio de modelos de regressão, é possível verificar o efeito de variáveis explicativas

sobre a variável resposta, neste caso, o tempo. Na análise de sobrevivência, tem-se na

literatura duas classes de modelos propostos, sendo estes o modelo semiparamétrico,

também denominado simplesmente de modelo de Cox, e o paramétrico.

Para a utilização dos modelos paramétricos, é necessário realizar a suposição de que

a variável resposta segue uma distribuição de probabilidade. O modelo é composto por

um componente aleatório, que descreve em termos de probabilidade o comportamento

do tempo de sobrevivência e um componente sistemático, que descreve a relação entre

os parâmetros do modelo probabilístico e as (co)variáveis explicativas (CARVALHO et al.,

2011).

Em contrapartida à modelagem frequentista, tem-se a Bayesiana, que tem ganhado

uma maior relevância ao longo dos anos na literatura devido ao avanço do poder com-

putacional para a realização das análises. Na inferência bayesiana, considera-se que os

parâmetros em estudo são aleatórios e caracterizados por uma distribuição a priori, e a

partir dela e dos dados amostrais, são encontradas suas estimativas a posteriori por meio
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da regra de Bayes (ROSSI, 2011).

A síndrome da imunodeficiência adquirida (AIDS) é uma doença crônica que causa

danos ao sistema imunológico, causada pelo vírus HIV. O Boletim Epidemiológico de

HIV/AIDS de 2020 apresenta dados referentes a HIV e AIDS no Brasil. Segundo este, no

ano de 2019 foram diagnosticados 41.909 novos casos de HIV e 37.308 casos de AIDS. De

1980 a junho de 2020, um total de 1.011.617 casos de AIDS foram identificados no Brasil.

Em relação a mortalidade no país, entre 1980 e 2019, 349.784 óbitos tiveram o HIV/AIDS

como causa básica, os quais, 57,7% pertencem a região Sul, 17,8% a região Nordeste,

5,3% a região Centro-Oeste e 5,3% a região Norte (BRASIL, 2020).

Em uma discussão sobre os aspectos clínicos, Neto et al. (2021) discorrem que a in-

fecção por HIV pode ser classificada em três fases, sendo estas: Infecção Aguda pelo HIV,

a qual ocorre entre as três primeiras semanas de infecção e apresenta sintomas inespe-

cíficos como febre, cefaleia, astenia, adenopatia, entre outros; Latência Clínica, em geral

assintomática e com duração de anos, gerando queda gradual de LT-CD4+ (células de

defesa), com aparecimento intermitente de infecções ou reativação de infecções antigas;

AIDS, onde ocorrem manifestações de imunodeficiência avançada, em que seus indicati-

vos são o aparecimento de infecções oportunistas ou neoplasias.

Ribeiro, Fonseca e Pereira (2019), apresentam uma análise exploratória de dados es-

paciais sobre a incidência de AIDS por Estado no Brasil entre 1992 e 2017, permitindo

visualizar a evolução da doença ao longo dos anos por meio de técnicas gráficas. Entre os

resultados apresentados, é discutido sobre a aparição dos primeiros casos nos anos 80 na

região Sudeste, seu espalhamento para as regiões Sul e Centro-Oeste nos anos 90 e para

o Norte e Nordeste a partir do ano de 2000.

Embora Colosimo e Giolo (2006) relate que a análise de sobrevivência tenha sido uma

das áreas estatísticas que mais cresceu nas últimas duas décadas do século passado,

ainda há uma escassez de trabalhos para dados de HIV/AIDS em um contexto paramétrico,

tanto para uma abordagem frequentista quanto Bayesiana.

Neste contexto, o presente trabalho teve como objetivo ajustar uma distribuição de pro-

babilidade para o tempo (em semanas), desde o diagnóstico, até o óbito de pacientes com

HIV/AIDS para dados do Mato Grosso do Sul, Brasil, acompanhados entre 2008 e 2019,

bem como verificar qual (quais) variável (is) explicativa (as), dentre algumas considera-

das na literatura, são relevantes para o modelo e indicam associação à variável resposta

utilizando os procedimentos frequentistas e Bayesianos no contexto com a análise de so-

brevivência.
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4.2 Materiais e Métodos

O conjunto de dados analisados referem-se a um estudo epidemiológico, transversal e

analítico, realizado com dados provenientes das notificações por HIV/AIDS, no período de

2009 a 2018. Os dados são abordados por Werle (2021), contendo inicialmente um total de

9.021 indivíduos para a Unidade Federativa do Mato Grosso do Sul, Brasil. Ao verificar o

conjunto de dados, foram encontradas observações que apresentavam o mesmo dia para

notificação e morte (0 dias até a morte por HIV/AIDS), além de informações perdidas para

algumas variáveis explicativas. Dessa forma, optou-se por remover essas observações, tal

que o conjunto de dados analisado contou com 4.681 observações. O estudo originário

dos dados atendeu as normas nacionais e internacionais de ética em pesquisa com seres

humanos, e foi aprovada com parecer n° 3.789.678. No presente estudo, dispensa-se a

apreciação pelo Comitê de Ética em Pesquisa (CEP), do Conselho Nacional de Saúde

(CNS) e da Comissão Nacional de Ética em Pesquisa (CONEP) baseado na Resolução

466/2012 CEP-CONEP.

Além da resposta, tempo (em semanas), e o indicador de censura, o conjunto de dados

conta com informações sobre algumas variáveis explicativas: faixa etária; sexo; raça; es-

colaridade; transmissão sexual; transmissão vertical; uso de drogas injetáveis; transfusão

para hemofílicos; transfusão de sangue e acidente com material biológico. Na Tabela 4, são

apresentadas as classes das variáveis explicativas, bem como as frequências absolutas e

relativas de cada uma.

A principal característica de dados de sobrevivência é a presença de observações par-

ciais da resposta, chamadas de censuras. Uma observação censurada indica que o indiví-

duo em questão, por alguma razão, não apresentou o evento de interesse, como exemplo,

ter morrido por outra causa, ter mudado de cidade ou o estudo ter terminado antes do

evento do evento de interesse ocorrer. A presença de uma observação censurada indica

que o tempo de falha é superior àquele observado (COLOSIMO; GIOLO, 2006).

No contexto de análise de sobrevivência, o tempo de falha geralmente é especificado

pelas funções de sobrevivência e de taxa de falha. A função de sobrevivência é definida

como a probabilidade de que o indivíduo observado sobreviva a um determinado tempo

𝑡, em termos probabilísticos tem-se 𝑆(𝑡) = 𝑃 (𝑇 ≥ 𝑡). Consequentemente, a função de

distribuição acumulada permite encontrar a probabilidade de que o indivíduo não sobreviva

ao tempo 𝑡, ou seja, 𝐹 (𝑡) = 1 − 𝑆(𝑡).
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Tabela 4 – Resumo descritivo para as variáveis explicativas entre 2009 e 2018.

Variáveis Classes Frequência % Censuras (%)
Sexo Masculino 2.953 63,08 90,45

Feminino 1.728 36,92 91,49

Raça/Cor Branca 2.068 44,18 92,12
Não branca 2.613 55,82 89,82

Escolaridade (em anos) Maior que 8 1.986 43,43 94,31
Menor ou igual a 8 2.695 57,57 88,27

Uso de drogas injetáveis Sim 153 3,27 80,33
Não 4.528 96,73 91,19

A função de risco, ou função de taxa de falha, descreve a forma em que a taxa instan-

tânea de falha muda ao decorrer do tempo. É necessário ressaltar que a função de risco

fornece o valor de uma taxa, e não uma probabilidade, podendo assumir qualquer valor

positivo diferente de 0. Matematicamente, a função de risco é expressa da seguinte forma:

ℎ(𝑡) = limΔ𝑡→0
𝑃 (𝑡 ≤ 𝑇 < 𝑡 + Δ𝑡|𝑇 ≥ 𝑇 )

Δ𝑡
. A partir desta, a função de risco acumulado

pode ser encontrada integrando a função de risco em um intervalo [0,𝑡].

Dentre as funções de sobrevivência é possível verificar algumas relações matemáticas

importantes entre as funções de sobrevivência, como por exemplo a função de risco, ex-

pressa por ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑡)
𝑆(𝑡) . Essas relações são descritas e discutidas em Lee e Wang (2003),

e mostram que a partir do conhecimento de uma, é possível obter as demais.

Embora a função de risco também seja de grande importância no contexto de análise

de sobrevivência, neste trabalho, optou-se por fazer uma discussão apenas da função de

sobrevivência.

Uma importante técnica não paramétrica em análise de sobrevivência é o estimador de

Kaplan e Meier (1958), também conhecido como estimador limite-produto. Este estimador

é uma adaptação da função empírica de sobrevivência, e utiliza conceitos de probabili-

dade condicional e independência de eventos, e definido como:
∏︀

𝑖:𝑡𝑖<𝑡

(︃
1 − 𝑑𝑖

𝑛𝑖

)︃
, em que

considera-se 𝑡1 < 𝑡2 < ... < 𝑡𝑘, como os 𝑘 tempos de falha distintos e ordenados, 𝑑𝑖 o

número de falhas em um tempo 𝑡𝑖 e 𝑛𝑖 o número de indivíduos em risco em 𝑡𝑖.

O modelo semiparamétrico riscos proporcionais de Cox (1972), permite estimar os efei-

tos das variáveis explicativas sem a necessidade de realizar suposições referentes a dis-

tribuição de probabilidade do tempo de sobrevivência. Segundo Carvalho et al. (2011),

este modelo é dito semiparamétrico pois não assume qualquer distribuição probabilística

para a função de risco basal, ℎ0(𝑡). De forma genérica, considerando 𝑝 variáveis expli-

cativas e o vetor de componentes 𝑥 = (𝑥1,..., 𝑥𝑝)′, a expressão geral do modelo de
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regressão de Cox é dada por: ℎ(𝑡|𝑥) = ℎ0(𝑡)𝑔(𝑥′𝛽). Colosimo e Giolo (2006) afirmam

que o componente paramétrico é frequentemente usado na seguinte forma multiplicativa:

𝑔(𝑥′𝛽) = exp {𝑥′𝛽} = exp {𝛽1𝑥1 + ... + 𝛽𝑝𝑥𝑝}.

Métodos não paramétricos e/ou modelos de regressão de Cox são mais comuns em

análise de dados de pacientes com HIV/AIDS, como vistos em Colosimo e Vieira (1996),

Medeiros et al. (2017), Müller e Borges (2020) e Melo, Donalisio e Cordeiro (2017). De

modo geral, o objetivo dessas análises é buscar associações entre os variáveis explicativas

e a doença sem considerar que os dados seguem uma distribuição de probabilidade.

Em contrapartida, tem-se que os modelos de regressão paramétricos. Para ajustar tais

modelos, é necessário supor uma distribuição de probabilidade para a variável resposta,

que define a função de sobrevivência. Para os dados abordados neste trabalho, foram

consideradas as seguintes distribuições de probabilidade: Exponencial, Weibull, Gama,

Gama Generalizada, Log-Normal e Log-Logística.

Em contrapartida à metodologia frequentista tem-se a Bayesiana, em que o parâmetro

(considerado aleatório) é quantificado em termos de probabilidade, em formalmente diz-se

que este segue uma distribuição a priori, em que, a partir das informações amostrais e

a priori, pode-se modelar e atualizar as estimativas dos parâmetros a posteriori por meio

da regra de Bayes. Para um melhor discussão sobre a Inferência Bayesiana, ver Box e

Tiao (1973) e Rossi (2011). Aplicações da inferência Bayesiana no contexto de análise de

sobrevivência podem ser vistas em Santos e Achcar (2011), Brunello e Nakano (2015),

entre outras.

Para a seleção do melhor modelo probabilístico, serão utilizados os critérios de informa-

ção de Akaike (AIC), além do logaritmo da função de máxima verossimilhança (log 𝐿(𝜃)).

A função de densidade de probabilidade para cada modelo probabilístico são apresen-

tados na Tabela 5, de modo que suas funções de sobrevivência, risco e risco acumulado

podem ser obtidas com base nas relações entre funções apresentadas em Lee e Wang

(2003).

Neste trabalho, para a verificação da distribuição de probabilidade para a variável res-

posta, bem como o modelo de regressão paramétrico, foram utilizados o ambiente esta-

tístico R (R Core Team, 2022), bem como os pacotes estatísticos survival (THERNEAU,

2020), e flexsurv (JACKSON, 2016). Para a estimação dos parâmetros dos modelos de

regressão, utilizou-se o método da máxima verossimilhança para o modelo frequentista e o

método de aproximação de Laplace aninhada integrada, via pacote INLA (RUE; MARTINO;

CHOPIN, 2009), para o modelo Bayesiano.

A partir do melhor modelo de probabilidade ajustado aos dados, dentre os testados,
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Tabela 5 – Função densidade de probabilidade dos modelos probabilísticos considerados.

Modelo Função densidade de probabilidade

Exponencial 𝑓(𝑡) = 1
𝛼

exp
{︂

−
(︂

𝑡

𝛼

)︂}︂
Weibull 𝑓(𝑡) = 𝛾

𝛼𝛾
exp

{︂
−
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝛾}︂
Gama 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑘−1

Γ(𝑘)𝛼𝑘
exp

{︂
−
(︂

𝑡

𝛼

)︂}︂
Gama Generalizada 𝑓(𝑡) = 𝛾

Γ(𝑘)𝛼𝛾𝑘 exp
{︂

−
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝛾}︂
Log-Normal 𝑓(𝑡) = 1√

2𝜋𝑡𝜎
exp

{︃
−1

2

(︂
log(𝑡) − 𝜇

𝜎

)︂2
}︃

Log-Logística 𝑓(𝑡) = 𝛾

𝛼𝛾
𝑟𝛾−1

[︂
1 +

(︂
𝑡

𝛼

)︂𝛾]︂−2

objetiva-se realizar dois modelos de regressão, abordando as metodologias frequentista e

Bayesiana.

No contexto de análise de sobrevivência, a função de verossimilhança para os modelos

de regressão é definida por:

𝐿(𝜃) =
𝑛∏︁

𝑖=1
[𝑓(𝑡𝑖|𝑥𝑖)]𝛿𝑖 [𝑆(𝑡𝑖|𝑥𝑖)]1−𝛿𝑖 , (4.1)

sendo 𝛿𝑖 o indicador de censura.

A interpretação dos coeficientes estimados para os modelos Log-Normal e Weibull é

discutida em Colosimo e Giolo (2006), de modo que para uma variável binária, é necessário

fazer uso da razão de tempos medianos:

𝑡0,5(𝑥 = 1,𝛽)
𝑡0,5(𝑥 = 0,𝛽)

= 𝑒𝛽 (4.2)

Essa interpretação também pode ser estendida para (co)variáveis categóricas e contí-

nuas, de modo que uma discussão rigorosa da interpretação das quantidades estimadas

pode ser vista em Hosmer e Lemeshow (1999).

A análise de resíduos constitui-se como uma etapa de grande importância na constru-

ção de um modelo de regressão, visto que avaliar a adequação do modelo ajustado é parte

fundamental da análise de dados. Para a verificação dos ajustes dos modelos, utilizou-se

os resíduos de Cox e Snell (1968).

A técnica de verificação consiste em calcular os resíduos com base na função de taxa

de falha acumulada obtida por meio do modelo estimado (𝑒𝑖 = Λ̂(𝑡𝑖|𝑥𝑖)) e observar se

esses seguem uma distribuição Exponencial padronizada (LAWLESS, 2003).
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4.3 Resultados e Discussão

Uma análise inicial dos dados consistiu em verificar a curva de sobrevivência estimada

por Kaplan-Meier (Figura 15), na qual observa-se uma queda brusca na sobrevivência por

HIV/AIDS nas primeiras semanas.

Figura 15 – Curva de sobrevivência empírica de HIV/AIDS.

Após ajustes frequentistas, considerando as distribuições apresentadas na Tabela 5,

os resultados (Tabela 6) apontam para uma melhor adequabilidade da distribuição Log-

Normal para a variável resposta, visto que este modelo apresentou o menor AIC (6.879,91)

e o maior log 𝐿(𝜃) (-3.437,95). Com base nisto, considerou-se então que a variável resposta

segue uma distribuição de probabilidade Log-Normal para o próximo passo da análise.

Em especial, o modelo de regressão Log-Normal é dado por:

𝑓(𝑡) = 1√
2𝜋𝑡𝜎

exp

⎧⎨⎩−1
2

(︃
log(𝑡) − 𝜇(𝑥′𝛽)

𝜎

)︃2
⎫⎬⎭ , 𝑡 > 0, (4.3)

de modo que 𝜎 é o parâmetro de dispersão e 𝜇 é o parâmetros de locação, de forma que

𝜇(𝑥′𝛽) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + ... + 𝛽𝑝𝑥𝑝, por meio da função de ligação identidade.
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Tabela 6 – Resultados para o AIC e log 𝐿(𝜃) para os modelos probabilísticos considerados.

Modelo AIC log 𝐿(𝜃)
Exponencial 7.538,97 -3.768,48
Weibull 6.902,78 -3.449,39
Gama 6.904,64 -3.450,32
Gama Generalizada 6.888,81 -3.441,40
Log-Normal 6.879,91 -3.437,95
Log-Logística 6.901,08 -3.448,54

Santos e Nakano (2015), utilizam o modelo de regressão Log-Normal para uma com-

paração com o modelo de Cox, trabalhando com dados sobre o tempo de permanência de

trabalhadores no mercado de trabalho no Distrito Federal.

Outra aplicação do modelo de regressão Log-Normal pode ser observada em Silva et

al. (2018), no qual os autores no contexto de análise de sobrevivência, trabalhando com

dados sobre a evasão dos alunos do curso de Estatística da Universidade Federal da

Paraíba.

Em um contexto Bayesiano, para o modelo Log-Normal, as seguintes distribuições a

priori são consideradas default segundo a parametrização do INLA no R:

𝜏 ∼ Log-Gama(1; 0,00005);

𝛽0 ∼ 𝑁(0; 0,001);

𝛽𝑗 ∼ 𝑁(0; 0,001), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑝,

em que 𝜎 = 1√
𝜏

, 𝛽0 é o intercepto e 𝛽𝑗 são os parâmetros associados a cada variável

explicativa.

Werle (2021), por meio de um modelo de regressão de Cox nos dados, realizou a ve-

rificação da significância dos parâmetros associados às variáveis explicativas, ao nível de

5% de significância. Com base nos resultados discute-se sobre o tempo até o óbito para os

indivíduos de determinados grupos presentes no estudo. São apontadas as variáveis expli-

cativas significativas para o modelo final (selecionado com base nas variáveis explicativas

indicadas como significativas no trabalho original dos dados) ajustado: sexo, transmissão

sexual, raça (trabalhada em outra codificação), escolaridade e uso de drogas injetáveis.

Com base nos resultados apresentados por Werle (2021), foram testados diferentes

modelos, em que foi verificado que a presença da variável explicativa transmissão sexual

fazia com que a variável explicativa sexo apresentasse um efeito contrário ao observado

nas curvas de sobrevivência empíricas. Desse modo, os modelos finais contaram com as

seguintes variáveis explicativas: sexo, raça, escolaridade e uso de drogas injetáveis.
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Foram construídos modelos de regressão paramétricos para os dados em questão,

utilizando a distribuição Log-Normal, considerando os métodos frequentista e Bayesiano.

Os estimativas dos parâmetros de ambos os resultados são apresentados na Tabela 7. Os

resultados evidenciam a similaridade entre ambos os ajustes.

Os resíduos de Cox-Snell estimadas pelo método de Kaplan-Meier e pelo modelo Ex-

ponencial padronizado, bem como a curva de sobrevivência estimada para o modelo Baye-

siano são apresentados na Figura 16. Optou-se por não apresentar os gráficos de resíduos

de Cox-Snell para o modelo frequentista, visto que apresentam comportamento análogo ao

Bayesiano.

Figura 16 – Resíduos de Cox-Snell do modelo de regressão Bayesiano estimadas pelo
método de Kaplan-Meier e pelo Exponencial padronizado (à esquerda) e res-
pectivas curvas de sobrevivência estimadas (à direita).

Nota-se que ambos os modelos apresentaram resultados análogos, além de que, não

apresentam problemas de falta de ajuste, visto que as curvas não se distanciam da curva

de sobrevivência de Kaplan-Meier para os resíduos.

De acordo com a Equação 4.2, pode-se interpretar a razão dos tempos medianos de

sobrevivência para o modelo Log-Normal. Ambos modelos apresentam interpretações ex-

tremamente parecidos, de modo que, segundo o modelo Bayesiano, o tempo mediano até

a morte por HIV/AIDS é aproximadamente:

• 2,1 vezes maior para o indivíduos do sexo feminino;

• 1,8 vezes maior para indivíduos de raça branca;
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• 5,4 vezes maior para indivíduos com escolaridade superior a 8 anos;

• 5,5 vezes maior para indivíduos que não fazem uso de drogas injetáveis.

Segundo os resultados apresentados, a menor escolaridade e o uso de drogas injetá-

veis foram associados à uma menor sobrevida, de maneira similar os resultados apresen-

tados pelo de Cox em Werle (2021).

A variável explicativa sexo é comum no modelo de Cox com dados de um hospital

da cidade de João Pessoa (PB), Brasil, discutidos por Melo, Donalisio e Cordeiro (2017),

onde o sexo feminino foi relacionado a uma sobrevida mais prolongada, em comum com a

resultados apresentados neste estudo.

De maneira similar, em comparação com os resultados do modelo de Cox apresentados

por Müller e Borges (2020), para dados da Região de Campos Gerais (PR), Brasil, os

autores discutem que o sexo feminino, a raça branca e uma maior escolaridade foram

associados a uma maior sobrevida, de maneira similar aos resultados encontrados neste

trabalho para o modelo paramétrico.

Com base nos modelos estimados, é possível calcular estimavas para o risco e sobre-

vivência de pacientes notificados com HIV do Estado do Mato Grosso do Sul de acordo

com as variáveis explicativas.

O desenvolvimento de novas distribuições de probabilidade é de suma importância da

área da Estatística, pois podem promover maior flexibilidade nas aplicações. Baseados

na distribuição Kumaraswamy, apresentada por Jones (2009), Pascoa, Ortega e Cordeiro

(2011) introduzem e discutem as propriedades da distribuição Kumaraswamy Gama Gene-

ralizada. A importância deste modelo probabilístico segundo os autores, está relacionada

a sua capacidade de modelar funções de taxa de falha monótonas e não monótonas, além

de que, sua função de densidade de probabilidade possui a capacidade de se ajustar a

dados distorcidos que não podem ser ajustados por outras distribuições já conhecidas,

em razão da flexibilidade de suas cadas, possibilitando assim seu uso em diversas áreas

(PASCOA; ORTEGA; CORDEIRO, 2011). Utilizando um conjunto de dados com informa-

ções sobre 143 crianças nascidas no Hospital das Clínicas da Faculdade de Medicina de

Ribeirão Preto, entre os anos de 1995 e 2001, expostas ao vírus HIV por transmissão verti-

cal, os pesquisadores utilizam técnicas paramétricas, no contexto frequentista e Bayesiano

para evidenciar a eficiência do modelo.

Além disso, na Figura 15 observa-se que o comportamento das estimativas empíricas

de sobrevivência indicam a presença de uma fração de sobreviventes de longa duração

(possivelmente imunes ao evento de interesse), indicando que a inclusão de um parâmetro

de fração de cura poderia melhorar a qualidade dos ajustes.
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Dito isso, temos motivação suficiente para investigar tal distribuição, dentre outras, com

a presença de um parâmetro para modelar a fração de curados, em novas pesquisas,

considerando os dados de HIV/AIDS aqui apresentados.

4.4 Conclusões

O modelo de regressão Log-Normal foi o mais adequado para o ajuste dos dados de

sobrevivência de pacientes com HIV/AIDS do Estado do Mato Grosso do Sul, Brasil, con-

siderando métodos frequentistas e Bayesianos, cujas estimativas dos parâmetros foram

análogas.

Com base nas interpretações dos coeficientes dos parâmetros das variáveis preditoras,

pode-se discutir a necessidade de políticas de prevenção e diagnóstico precoce focadas

em grupos que apresentam um menor tempo mediano de sobrevida após a notificação da

infecção pelo vírus do HIV.
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Capítulo 5

Modelos estatísticos para a análise de

sobrevivência de pacientes com HIV/AIDS

Resumo

Considerando o tempo de sobrevida, em semanas, de pacientes com HIV/AIDS no Es-

tado do Mato Grosso do Sul, acompanhados durante o período entre 2009 e 2018, o

presente trabalho teve como objetivo ajustar alguns modelos estatísticos para a análise

de sobrevivência dos dados descritos. Foram consideradas as distribuições Weibull, Burr

XII, Gama, Gama Generalizada, Log-Normal, Beta-Weibull, Kumaraswamy Gama Genera-

lizada, Kumaraswamy Weibull, Kumaraswamy Burr XII e Weibull Generalizada Exponenci-

ada de Potência. A distribuição Kumaraswamy Gama Generalizada apresentou um ajuste

mais plausível para dados, com base nos valores do critério de informação de Akaike e de

uma inspeção visual entre as estimativas de Kaplan-Meier e as funções de sobrevivência

estimadas.

Palavras-chave: dados censurados, modelos probabilísticos, tempo de falha.
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5.1 Introdução

A análise de sobrevivência é definida como a área da estatística que estuda o tempo

partindo de um período inicial até a ocorrência de um evento de interesse. Segundo Bastos

e Rocha (2006), dois eventos são marcados como importantes para o surgimento deste tipo

de análise estatística, sendo eles, a publicação do livro "Natural and Political Observations

upon the Bill of Mortality" em 1962, de John Graunt, que continha informações sobre óbitos

classificados em causa da morte, data da morte, sexo e idade, e a criação da primeira

tabela de mortalidade, por Edmund Halley em 1963.

Os dados de sobrevivência são caracterizados por meio do tempo de falha da observa-

ção e pela presença ou não de censuras. O tempo de falha é a variável que representa a

quantidade de tempo do indivíduo ou objeto ao fator de exposição, já definido antes da re-

alização do estudo, até o evento de interesse (falha) ocorrer. As censuras representam as

observações incompletas ou parciais, em que o evento de interesse não ocorreu ou houve

a perda do acompanhamento do paciente durante o estudo (COLOSIMO; GIOLO, 2006).

A modelagem estatística é um dos instrumentos mais importantes em estudos epide-

miológicos. Na literatura, são propostos dois mecanismos de geração de incertezas para a

justificativa da utilização de modelos probabilísticos, sendo estes o pressuposto da existên-

cia de uma população infinita, com parâmetros populacionais desconhecidos, os quais se

pretende estimar através de uma amostra coletada, e o pressuposto de que a mensuração

das características dos indivíduos presentes na população obedece a uma lei estocástica

comum a todos esses indivíduos (CARVALHO et al., 2011).

Identificada em 1981, a síndrome da imunodeficiência adquirida (AIDS), causada pela

infecção do vírus da imunodeficiência humana (HIV), destaca-se entre as enfermidades

infecciosas por sua grande magnitude e extensões de danos causados em populações.

No Brasil, era considerada inicialmente como uma doença restrita a grandes metrópoles

que atingia principalmente indivíduos, na grande maioria, homossexuais masculinos e he-

mofílicos. Ao passar do tempo, houve uma disseminação geográfica e registrados aumen-

tos na transmissão heterossexual e de usuários de drogas injetáveis (BRITO; CASTILHO;

SZWARCWALD, 2001).

Algumas informações ao nível global são apresentadas no site do Programa das Na-

ções Unidas Sobre HIV/AIDS (UNAIDS, 2020), revelando que cerca de 38 milhões de pes-

soas viviam com HIV no ano de 2019, das quais cerca de 7,1 milhões não sabiam possuir

a doença, e havendo um total de, aproximadamente, 690.000 óbitos relacionados à AIDS

para o mesmo ano. Outros dados importantes são relacionadas à quantidade de pessoas

com acesso à terapia anti-retroviral (cerca de 26 milhões acessando até o final de junho de
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2020) e sobre novas infecções (cerca de 1,7 milhões de pessoas infectadas em 2019).

Segundo dados do Boletim Epidemiológico de 2020 (BRASIL, 2020), 342.459 casos de

infecção pelo vírus HIV no Brasil foram relatados ao SINAN (Sistema Nacional de Notifica-

ções) entre os anos de 2007 e 2020, dos quais 25.966 (7,6%) foram registrados na região

Centro-Oeste. Apenas para o ano de 2019, registrou-se 41.919 casos de infecções, dos

quais 3.802 (9,1%) correspondem a região Centro-Oeste, sendo a região com os menores

percentuais em um comparativo com as demais. Entretanto, em relação ao coeficiente de

mortalidade no ano de 2019, os Estados do Mato Grosso do Sul e Mato Grosso apresen-

taram, respectivamente, os coeficientes de mortalidade (óbitos por 100 mil habitantes) de

5,3 e 4,4, fazendo parte das onze Unidades Federativas com coeficiente de mortalidade

superior ao nacional, de 4,1.

Com intuito de estimar a taxa de sobrevivência de pacientes com AIDS desde o início

da doença até a morte, Poorolajal et al. (2016) realizam uma metanálise na base de da-

dos do PubMed, Web of Science e Scopus, pesquisados para fevereiro de 2016, além de

verificar a lista de referências dos estudos e dados da Sociedade Internacional de AIDS

(IAS). Ao total, os autores incluíram 57 estudos (25 de coortes prospectivos e 2 de retros-

pectivos), envolvendo um total de 294.662 participantes. Os principais resultados foram: a

probabilidade de sobrevivência de 2, 4, 6, 8, 10 e 12 anos, da progressão do diagnóstico

de HIV para o início da AIDS, em 82%, 72%, 64%, 57%, 26% e 19%, respectivamente; a

probabilidade de sobrevivência de 2, 4, 6 e 10 anos, da progressão do início da AIDS para

morte em pacientes recendo o tratamento HAART (Terapia anti-retroviral), em 87%, 86%,

78%, 78% e 61%; a probabilidade de sobrevivência de 2, 4 e 6 anos, de progressão do

início da AIDS para morte em pacientes que não recebiam o tratamento HAART, em 48%,

26% e 16%, respectivamente.

Generalizações e/ou modificações nas distribuições de probabilidade são abordadas

frequentemente na literatura, com a finalidade de apresentar um ajuste mais flexível à

dados por meio de uma abordagem paramétrica, em diferentes métodos de estimação,

entretanto há uma escassez de trabalhos para dados de HIV/AIDS.

Diante disto, o presente trabalho teve como objetivo verificar a adequação de alguns

modelos estatísticos para a análise de sobrevivência de pacientes infectados pelo vírus

HIV no Estado do Mato Grosso do Sul, Brasil.

5.2 Materiais e Métodos

O conjunto de dados analisados é provenientes de Werle (2021), contendo informações

sobre ao tempo (em semanas) de acompanhamento de indivíduos com HIV/AIDS, a partir
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da confirmação do diagnóstico positivo da doença, para a Unidade Federativa do Mato

Grosso do Sul, entre os anos de 2009 e 2018.

O estudo originário dos dados atendeu as normas nacionais e internacionais de ética

em pesquisa com seres humanos, e foi aprovado com parecer n° 3.789.678. No presente

estudo, dispensa-se a apreciação pelo Comitê de Ética em Pesquisa (CEP), do Conse-

lho Nacional de Saúde (CNS) e da Comissão Nacional de Ética em Pesquisa (CONEP)

baseado na Resolução 466/2012 CEP-CONEP.

O conjunto de dados possui originalmente informações referentes ao tempo até a falha

ou censura de 9.021 pacientes infectados com o vírus HIV. Foi utilizado como critério de

exclusão indivíduos com tempo de falha igual a 0 (os quais possivelmente receberam o

diagnóstico após o óbito), visto que as distribuições de probabilidade consideradas neste

estudo não possuem suporte para incorporar essas observações no modelo. Dessa forma,

o conjunto de dados contou com um total de 8.712 pacientes, dos quais 90,67% são cen-

suras, ou seja, tempos que não foi observado o evento de interesse.

O gráfico de tempo total em teste (TTT-plot), proposto por Barlow e Campo (1975),

possibilita a verificação gráfica para a identificação da forma da função de taxa de falha,

permitindo assim a escolha de modelos mais apropriados para a variável tempo em estudo.

Neste sentido, foi construído o TTT-plot para os dados descritos, com objetivo de se verifi-

car o comportamento da função taxa de falha é compatível com a distribuição escolhida.

O estimador de Kaplan-Meier, proposto por Kaplan e Meier (1958), é uma adaptação

da função de sobrevivência empírica (a probabilidade de que uma observação não apre-

sente o evento de interesse até um determinado tempo 𝑡). Por se tratar de uma abordagem

não paramétrica, as estimativas são calculadas sem a suposição de uma distribuição de

probabilidade para o tempo de sobrevivência, e dessa forma, não existem parâmetros a

serem estimados. A partir das estimativas de Kaplan-Meier, foi possível observar o com-

portamento que a função de sobrevivência deve seguir.

Métodos não paramétricos e/ou modelos de regressão de Cox (1972) são comuns em

análise de dados de pacientes com HIV/AIDS (COLOSIMO e VIEIRA, 1996; MELO, DO-

NALISIO e CORDEIRO, 2017; MEDEIROS et al., 2017; MÜLLER e BORGES, 2020 entre

outros) e, em geral, buscam associações entre fatores e a doença. Entretanto, mesmo que

escassos, há estudos de cunho teórico e de aplicação, através de métodos paramétricos,

que enfatizam o uso de novas famílias de distribuições de probabilidade e que promovam

melhores inferências.

A função de sobrevivência é fundamental para a realização de uma análise de sobre-

vivência, pois fornece informações cruciais resumidas das observações da amostra. Ela é
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definida como a probabilidade de que um indivíduo sobreviva mais que um tempo 𝑡 espe-

cificado, ou seja, 𝑆(𝑡) = 𝑃 (𝑇 ≥ 𝑡). Outra função importante no estudo de sobrevivência

é a função taxa de falha, ou função de risco. Esta função permite calcular a probabilidade

do evento de interesse ocorrer em um determinado tempo 𝑡, definida por: ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑡)/𝑆(𝑡).
Consequentemente, a função de distribuição acumulada pode ser definida como a proba-

bilidade do indivíduo não sobreviver o tempo 𝑡, ou seja, 𝐹 (𝑡) = 1 − 𝑆(𝑡) (KLEINBAUM;

KLEIN, 2011).

Por meio dos gráficos das estimativas de Kaplan-Meier e do TTT-plot, foram testadas

algumas distribuições de probabilidade (Tabela 8), buscando uma função de sobrevivência

que melhor descreva o comportamento das estimativas de Kaplan-Maier.

A distribuição Weibull, descrita em detalhes por Weibull (1939), é amplamente conhe-

cida na literatura. Segundo Colosimo e Giolo (2006), sua popularidade em aplicações deve-

se ao fato da distribuição possuir uma grande variedade de formas, bem como sua função

taxa de falha ser monótona.

Segundo Paranaíba (2012), a distribuição Burr XII, proposta por Burr (1942), em parti-

cular, é muito utilizada em dados de sobrevivência e para modelagem de funções de taxa

de falha monótonas e unimodais. Uma aplicação desta distribuição pode ser observada

para dados do tempo até a primeira postura de codornas em Peralta et al. (2017).

Uma generalização da distribuição Gama foi proposta por Stacy et al. (1962), adicio-

nando mais um parâmetro de forma, tornando a distribuição mais flexível. Devido a uma

melhor adequabilidade, optou-se por usar a parametrização de Prentice (1974), em que se

𝛾 ∼ Gama(𝑄−2,1), e 𝑤 = log(𝑄2𝛾)
𝑄

, então 𝑡 = exp(𝜇 + 𝑡𝑤) segue uma distribuição Gama

generalizada (conhecida como Log-Gama). Sua aplicação em análise de sobrevivência é

discutida por Cox et al. (2007).

Outra distribuição comumente utilizada para caracterizar tempos de vida de indivíduos e

de produtos é a Log-Normal. Nesse modelo probabilístico, os dados podem ser analisados

segundo uma distribuição Normal, porém, considerando o logaritmo natural dos dados em

vez dos dados originais (COLOSIMO; GIOLO, 2006).

A distribuição Beta-Weibull, proposta por Lambert et al. (2007), é uma extensão da dis-

tribuição Weibull convencional, buscando se ajustar de modo mais satisfatório a conjuntos

de dados reais. Segundo Peres (2016), a distribuição Beta-Weibull é uma generalização

de algumas distribuições já descritas na literatura, sendo elas a Weibull, a Exponencial

Weibull e a Beta-Exponencial.
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Baseados na distribuição Kumaraswamy, apresentada por Jones (2009), Pascoa, Or-

tega e Cordeiro (2011) introduzem e discutem as propriedades da distribuição Kuma-

raswamy Gama Generalizada (KGG). A importância deste modelo probabilístico segundo

os autores, está relacionada a sua capacidade de modelar funções de taxa de falha mo-

nótonas e não monótonas. Além disso, sua função de densidade de probabilidade possui

a capacidade de se ajustar a dados distorcidos que não podem ser ajustados por outras

distribuições já conhecidas, devido à flexibilidade de suas caudas, permitindo assim seu

uso em diversas áreas (PASCOA; ORTEGA; CORDEIRO, 2011).

Utilizando um conjunto de dados com informação sobre 143 crianças nascidas no Hos-

pital das Clínicas da Faculdade de Medicina de Ribeirão Preto, entre 1995 e 2001, ex-

postas ao vírus HIV por transmissão vertical (transmissão do vírus pela mãe soropositiva,

podendo ocorrer durante a gestação, trabalho de parto ou amamentação), Pascoa, Ortega

e Cordeiro (2011) utilizam técnicas paramétricas, no contexto frequentista e bayesiano

para mostrar a eficiência do modelo Kumaraswamy Gama Generalizada, realizando com-

parações entre ajustes com outras distribuições de probabilidade.

Pascoa, Ortega e Cordeiro (2011) ainda discutem alguns submodelos da distribuição

Kumaraswamy Gama Generalizada, sendo eles a Gama Generalizada Exponenciada, a

Kum-Weibull, a Kum-Gama, a Kum-Qui-Quadrado e a Kum-Qui-Quadrado em escala. Além

da Kum-Gama Gerealizada, o submodelo Kum-Weibull (𝑘 = 1), apresentada por Cordeiro,

Ortega e Nadarajah (2010), também foi considerada para verificação do ajuste das distri-

buições aos dados.

Também com base na distribuição Kumaraswamy, Paranaíba et al. (2013) apresentam

a distribuição Kumaraswamy Burr XII. Segundo os autores, a distribuição de cinco parâ-

metros possui grande flexibilidade, e foi discutida por meio de simulações para diferentes

tamanhos de amostras e condissem sobre as possibilidades de aplicações mais amplas

para análise de tempos de vida.

A distribuição Exponenciada Weibull Generalizada de Potência foi recentemente im-

plementada por Pena-Ramirez et al. (2018). O modelo foi obtido a partir da aplicação da

família exponenciada à distribuição Weibull Generalizada de Potência, sendo flexível para

modelar tipos comuns de função de taxa de risco, sendo bem competitiva com as conhe-

cidas distribuições Weibull. Uma aplicação em análise de sobrevivência pode ser vista em

Aldahlan et al. (2020).

Exitem vários métodos estatísticos conhecidos para realizar a estimação dos parâme-

tros de uma distribuição, entre eles, o método dos mínimos quadrados é muito popular em

regressões lineares, entretanto é inadequado para realizar as estimações na presença de

censuras. Em análise de sobrevivência, é comum utilizar-se o método da máxima verossi-
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milhança, que consiste em escolher soluções para os parâmetros que maximizem a função

de verossimilhança. Para maiores detalhes sobre o método da máxima verossimilhança em

um contexto geral, ver Ramachandran e Tsokos (2015).

No contexto de análise de sobrevivência, uma expressão geral para função de veros-

similhança que engloba todos os mecanismos de censura, com exceção de constantes, é

definida por:

𝐿(𝜃) ∝
𝑛∏︁

𝑖=1
[𝑓(𝑡𝑖; 𝜃)]𝛿𝑖 [𝑆(𝑡𝑖; 𝜃)]1−𝛿𝑖 ,

onde 𝛿𝑖 é a variável indicadora de falha, tal que assume o valor 1 para dados não censura-

dos e 0 para censuras (COLOSIMO; GIOLO, 2006).

Para verificar a adequação do modelo ajustado aos dados, serão utilizados os resíduos

de Cox-Snell, Cox e Snell (1968), que resíduos são calculados por meio do oposto do

logaritmo natural da função de sobrevivência estimada. Segundo Lawless (2003), para que

o modelo seja adequado, os resíduos devem vir de uma população homogênea e seguir

uma distribuição Exponencial padrão.

A escolha do melhor modelo será feito por meio da análise dos valores do logaritmo

da função de verosimilhança e do Critério de Informação de Akaike pela quantidade de

parâmetros (AIC), proposto por Sugiura (1978), além de comparações gráficas entre as

estimativas de Kaplan-Meier e a função de sobrevivência ajustada.

Referente a parte computacional, utilizou-se o ambiente estatístico R (R Core Team,

2022), bem como os pacotes: survival, (THERNEAU, 2020); flexsurv, (JACKSON, 2016);

maxLik, (HENNINGSEN; TOOMET, 2011).

5.3 Resultados e discussão

A busca de distribuições candidatas para o ajuste foi feita por meio de uma análise

inicial dos gráficos empíricos TTT-plot e 𝑆(𝑡) estimada, nota-se que a função de risco des-

creve uma curva decrescente, indicando um comportamento decrescente para a mesma

(Figura 17).
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Figura 17 – Gráficos de tempo total em teste (TTT-plot) e 𝑆(𝑡) via Kaplan-Meier, respecti-
vamente.

Observando as comparações entre cada função de sobrevivência e as estimativas de

Kaplan-Meier (Figura 18), os valores do AIC e do logaritmo da função de verossimilhança,

com base no menor e maior valor, respectivamente (Tabela 9), a distribuição KGG foi consi-

derada a mais plausível para representar os dados abordados. Na Figura 19 é apresentada

uma comparação entre a função de sobrevivência estimada por Kaplan-Meier e a função

de sobrevivência via o modelo KGG.

Considerando o melhor modelo probabilístico selecionado (KGG), e visto que a distri-

buição possui suporte para comportar funções de risco monótonas (como a observada na

Figura 17), os resíduos de Cox-Snell foram construídos para verificar a adequação dos mo-

delos ajustados (Figura 20). Pode-se notar que de maneira geral, a distribuição apresentou

um ajuste aceitável aos dados.

Realizando uma observação visual das estimativas de Kaplan-Meier (Figura 19), nota-

se que houve um forte decrescimento nos tempos inicias, indicando uma grande quanti-

dade de mortes relacionadas ao vírus HIV nesse período. Além disso, as curvas empíricas

de sobrevivência, via Kaplan-Meier, não apresentam tendências de estabilização, dessa

forma, não é possível indicar uma taxa de sobrevivência constante para os indivíduos infec-

tados com HIV após um determinado tempo 𝑡, com base no estudo de aproximadamente

500 semanas de acompanhamento. A continuidade do acompanhamento dos pacientes

poderia fornecer informações sobre a taxa de sobrevivência para uma maior quantidade

de tempo.
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Figura 18 – Valores preditores gerados pelas funções de sobrevivência e estimativas de
Kaplan-Meier.

Observa-se também que existem indicativos da presença de uma fração de sobrevi-

ventes de longa duração, de modo que a inclusão de um parâmetro de fração de cura,

não abordada neste estudo, poderia melhorar a qualidade dos ajustes. Dito isto, temos

motivação para investigar modelos probabilísticos envolvendo fração de cura, em novas

pesquisas, para os dados aqui apresentados.
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Figura 19 – Comparação entre as curvas de sobrevivência empírica (Kaplan-Meier) e esti-
mada pelo melhor modelo (KGG).

Figura 20 – Resíduos de Cox-Snell para os dados trabalhados.

5.4 Conclusões

O presente estudo sobre dados de tempos (em semanas) de sobrevida de pacientes

com HIV/AIDS, evidenciou que os modelo probabilístico Kumaraswamy Gama Generali-

zada foi o mais adequado para a representação dos dados, sendo está uma das distribui-

ções mais recentes entre as abordadas.
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Capítulo 6

Modelo de fração de cura inflacionado de

zero na identificação de fatores associados

à sobrevida de pacientes com HIV/AIDS no

Estado do Mato Grosso do Sul, Brasil

Resumo

Neste trabalho, objetivou-se ajustar algumas distribuições de probabilidade para descre-

ver o tempo de sobrevida em pacientes com HIV/AIDS no Mato Grosso do Sul, Brasil,

acompanhados entre 2009 e 2018. Nas distribuições abordadas, fez-se necessária a im-

plementação de parâmetros para modelar os tempos nulos (inflação de zeros) e os de

longa duração (fração de cura). Com base no Critério de Akaike, a distribuição Kuma-

raswamy Gama Generalizado foi a que melhor se ajustou aos dados, e então foi utilizada

em um modelo de regressão que continha as variáveis explicativas: sexo, raça e escolari-

dade. Baseado nesse ajuste, o sexo feminino, a raça branca, e a escolaridade superior a

oito anos foram associados a um maior tempo de sobrevida. Com base nessas interpreta-

ções, pode-se discutir a necessidade de políticas de prevenção e diagnóstico precoce de

HIV focadas para grupos específicos associados a menor sobrevida.

Palavras-chave: análise de sobrevivência, dados censurados, modelos inflacionados de

zeros, modelos de longa duração.
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6.1 Introdução

A síndrome da imunodeficiência humana (AIDS) é uma doença crônica, sendo o ter-

ceiro estágio da infecção pelo vírus da imunodeficiência humana (HIV), que se faz presente

no Brasil desde a década de 80. Segundo Brito, Castilho e Szwarcwald (2001), inicialmente

a doença era presente em grandes centros urbanos e afetava principalmente homossexu-

ais masculinos e indivíduos hemofílicos.

De acordo com Melo, Almeida e Donalisio (2021), o perfil epidemiológico da infecção

pelo vírus HIV sofreu alterações ao longo das décadas, deixando de ser majoritariamente

concentrada em grandes centros urbanos, se espalhando dessa forma para municípios de

interior. Além da disseminação para municípios de pequeno e médio porte, o envolvimento

de populações mais socialmente vulneráveis e o crescente número de mulheres infectadas

pelo vírus, são marcas das modificações sofridas ao longo do tempo no país (CANDIDO et

al., 2021).

Uma análise exploratória de dados espaciais sobre a incidência de AIDS para cada

Estado brasileiro entre os anos de 1992 e 2017 é apresentada por Ribeiro, Fonseca e Pe-

reira (2019), permitindo observar a evolução da taxa de incidência da doença ao longo dos

anos. De acordo com os autores, mesmo havendo uma epidemia distribuída mais equili-

bradamente pelo país em tempos atuais, ainda há incidência considerável nos estados do

Rio de Janeiro, Santa Catarina e Rio Grande do Sul, e a região Norte passou a fazer parte

das áreas de concentração da epidemia.

Segundo dados do Boletim Epidemiológico de HIV/AIDS de 2020 (BRASIL, 2020), no

Brasil, entre 2007 e junho de 2020, foram notificados no Sistema de Informação de Agra-

vos de Notificação (SINAM) um total de 342.459 casos de infecção pelo vírus HIV, dos

quais 44,4%, 20%, 19%, 9% e 7,6% pertencem, respectivamente, às regiões Sudeste, Sul,

Nordeste, Norte e Centro-Oeste.

A análise de sobrevivência consiste na área da Estatística responsável pelo estudo do

tempo até a ocorrência de um determinado evento de interesse. Nesse contexto, vários

trabalhos podem ser encontrados no literatura analisando dados de HIV/AIDS como em

Colosimo e Vieira (1996), Melo, Donalisio e Cordeiro (2017), Medeiros et al. (2017), Zas-

lavsky, Goulart e Ziegelmann (2019), Müller e Borges (2020), Melo et al. (2021), além de

diversos outros. Entretanto, a maior parte dos trabalhos utilizando dados neste contexto,

partem de uma abordagem semi-paramétrica por meio do modelo de regressão de Cox

(1972), sem a necessidade de fazer a suposição de uma distribuição de probabilidade

para a variável resposta.

Embora sejam mais escassos, alguns trabalhos de análise de sobrevida no contexto
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paramétrico envolvendo dados de HIV/AIDS podem ser vistas em Nakhaee e Law (2011),

Pascoa, Ortega e Cordeiro (2011), Million (2018) e Bueno e Rossi (2021).

Ainda no contexto de análise de sobrevida, pode existir dentro da população em estudo

uma proporção de indivíduos que não são suscetíveis a apresentar o evento de interesse,

de modo que os modelos probabilísticos comuns não são capazes de estimar essa propor-

ção de indivíduos. Desse modo, se faz necessário o uso dos modelos com fração de cura,

em que esses geralmente são imunes ou curados do desfecho de interesse. Martinez et

al. (2013), Peres, Santos e Oliveira (2020), Moraes, Previdelli e Silva (2021), entre outros,

são exemplos de trabalhos com uso dessa abordagem.

Uma outra situação, não tão comum na prática, é a ocorrência de observações de

tempos nulos (ou zeros) e, na alta frequência, são denominados dados inflacionados de

zeros, sendo necessário então, utilizar as distribuições que acomodem tal situação, como

observado em Hashimoto (2013), Júnior, Moreira e Louzada (2017), Calsavara et al. (2019),

entre outros.

Neste contexto, objetivou-se neste trabalho realizar modelagens paramétricas, conside-

rando diferentes distribuições para a resposta do tempo de sobrevida dos pacientes com

HIV/AIDS, na presença de fração de cura e inflação de zero para o ajuste aos dados.

6.2 Materiais e Métodos

Os dados analisados neste trabalho são provenientes de um estudo epidemiológico

apresentado por Werle (2021). O banco de dados contém originalmente informações refe-

rente a 9.021 indivíduos diagnosticados com HIV/AIDS no Estado do Mato Grosso do Sul,

Brasil, observados entre 2009 e 2018. Foram removidas 4.263 observações que continham

valores perdidos, dessa forma, o conjunto de dados utilizados conteve observações de

4.758 pacientes. O estudo originário dos dados atendeu as normas nacionais e internacio-

nais de ética em pesquisa com seres humanos, e foi aprovada com parecer n° 3.789.678.

No presente estudo, dispensa-se a apreciação pelo Comitê de Ética em Pesquisa (CEP),

do Conselho Nacional de Saúde (CNS) e da Comissão Nacional de Ética em Pesquisa

(CONEP) baseado na Resolução 466/2012 CEP-CONEP.

Na Tabela 10, é apresentado um resumo descritivo das variáveis explicativas conside-

radas, bem como frequências absolutas e relativas, além da proporção de censuras.

A análise de sobrevivência é um ramo da Estatística utilizada quando o tempo é o objeto

de interesse, podendo este ser interpretado como o tempo até a ocorrência de um evento

de interesse ou o risco de ocorrência de um evento de interesse por uma determinada

unidade de tempo (CARVALHO et al., 2011). As funções de sobrevivência, de risco e de
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risco acumulado são algumas funções características nesta área de estudo, de modo, uma

discussão sobre estas pode ser observada em Lee e Wang (2003).

Tabela 10 – Resumo descritivo para as variáveis explicativas.

Variáveis Classes Freq. % Censuras (%) Zeros (%) Média EPM
Sexo Masculino 3.004 63,14 89,04 1,70 460,25 3,19

Feminino 1.754 36,86 90,25 1,48 471,27 3,66

Raça/Cor Branca 2.094 44,01 90,97 1,24 473,78 3,32
Não branca 2.664 55,99 88,32 0,98 456,80 3,44

Escolaridade (em anos) > 8 2.008 42,20 93,38 1,10 483,62 3,21
≤ 8 2.750 57,80 86,65 2,00 452,39 3,36

Freq.: Frequência; Média: média restrita proveniente das estimativas de Kaplan-Meier; EPM: erro padrão da
média restrita.

Colosimo e Giolo (2006), sugerem inicialmente realizar uma análise descritiva dos da-

dos por meio de uma estimação da função de sobrevivência, e a partir dela, estimar as

demais estatísticas de interesse. Existem várias técnicas para estimar a função de sobrevi-

vência na presença de dados censurados, entretanto, a mais usual é por meio do estimador

de Kaplan-Meier (ou estimador produto-limite). Proposto por Kaplan e Meier (1958), o esti-

mador é definido como: 𝑆(𝑡) = ∏︀
𝑗:𝑡𝑗<𝑡(1 − 𝑑𝑗/𝑛𝑗), de modo que 𝑑𝑗 é o número de falhas e

𝑛𝑗 o número de indivíduos em risco em cada tempo 𝑡𝑗 .

Os modelos probabilísticos em análise de sobrevivência partem da suposição de que

a variável resposta segue uma distribuição de probabilidade. O gráfico de tempo total em

teste (TTT-plot), proposto originalmente por Barlow e Campo (1975) e generalizado por

Aarset (1985), permite identificar a forma da função de risco, possibilitando considerar

modelos mais adequados aos dados em questão.

Na Tabela 11 são apresentadas as distribuições consideradas neste trabalho. Sabe-se

que, originalmente, estas não possuem suporte para observações de tempo igual a 0 e

portanto, análises estatísticas em dados caracterizados pela presença de excessos de ze-

ros são realizadas por meio dos modelos inflacionados, como apresentado em Hashimoto

(2013).

Considerando 𝑇 uma varável aleatória que representa o tempo até a ocorrência do

evento de interesse, com excessos ou inflação de zeros, segundo Calsavara et al. (2019),

a função de sobrevivência é dada da seguinte forma:

𝑆(𝑡) = (1 − 𝑝0)𝑆0(𝑡),

onde 0 < 𝑝0 < 1 é o parâmetro que modela a proporção de tempos zero e 𝑆0(𝑡) é a função

de sobrevivência própria.
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Desse modo a função de densidade de probabilidade 𝑓(𝑡) é dada da seguinte forma:

𝑓(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝑝0, se 𝑡 = 0
(1 − 𝑝0)𝑓0(𝑡), se 𝑡 ̸= 0.

Os modelos de sobrevivência com fração de cura podem ser utilizados para modelar

dados de sobrevida onde observações possuem um longo tempo de sobrevivência, de

modo que, isso acontece quando parte dos indivíduos não recebem o evento de interesse,

ou este não é observado durante o tempo de estudo. Nessa abordagem, parte-se da ideia

de que a população em estudo é formada por indivíduos que são suscetíveis a experimen-

tar o evento de interesse, bem como indivíduos que não são suscetíveis (MALLER; ZHOU,

1996).

Nessa abordagem a função de sobrevivência populacional é dada pela modelo de mis-

tura padrão:

𝑆(𝑡) = 𝑝1 + (1 − 𝑝1)𝑆0(𝑡),

em que 0 < 𝑝1 < 1 é a proporção de indivíduos que não estão suscetíveis a ocorrência do

evento de interesse (fração de cura) e 𝑆0(𝑡) é a função de sobrevivência própria.

De acordo com Júnior, Moreira e Louzada (2017), considerando modelos que abor-

dam tanto a inflação de zeros, quanto a fração de cura, suas funções de sobrevivência e

densidade de probabilidade são definidas, respectivamente por:

𝑆(𝑡) = 𝑝1 + (1 − 𝑝0 − 𝑝1)𝑆0(𝑡)

e

𝑓(𝑡)

⎧⎨⎩ 𝑝0, se 𝑡 = 0
(1 − 𝑝0 − 𝑝1)𝑓0(𝑡), se 𝑡 ̸= 0.

As estimativas dos parâmetros, considerando o método da máxima verossimilhança,

no contexto de análise de sobrevivência, com presença de inflação de zeros e fração de

cura, são encontradas maximizando a função de verossimilhança dada por:

𝐿(𝑝0,𝑝1,D,𝜑) =
∏︁

𝑖:𝑡𝑖=0
𝑝0

∏︁
𝑖:𝑡𝑖>0

{︁
[(1 − 𝑝0 − 𝑝1)𝑓0(𝑡𝑖|𝜑)]𝛿𝑖 [𝑝1 + (1 − 𝑝1 − 𝑝0)𝑆0(𝑡𝑖|𝜑)]1−𝛿1

}︁
,

em que 𝜑 é o vetor de parâmetros, D = {𝑡𝑖,𝛿𝑖}, tal que 𝛿𝑖 = 1 indica uma observação que

apresentou o evento de interesse e 𝛿𝑖 = 0 indica censura.

Após a estimação dos parâmetros dos modelos, feitas com o ambiente estatístico R

(R Core Team, 2022), a seleção do melhor foi feita com base no critério de Akaike (AIC).
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Além disso, utilizou-se os resíduos de Cox e Snell (1968) para a verificação da qualidade do

ajuste, em que, segundo Lawless (2003), para que modelo apresentar um ajuste adequado,

os resíduos de Cox-Snell devem seguir uma distribuição Exponencial padrão.

6.3 Resultados e Discussão

Observa-se a presença da fração de cura nos dados por meio das estimativas de

Kaplan-Meier (Figura 21). O gráfico TTT (Figura 21) indica que a função de risco apre-

senta o comportamento decrescente.

Figura 21 – TTT-plot e função de sobrevivência estimada via Kaplan-Meier, respectiva-
mente.

As estimativas dos parâmetros para as distribuições consideradas (com a adição dos

parâmetros de inflação de zeros e fração de cura, indicados por ZC antes da sigla da distri-

buição), bem como o AIC, são apresentados na Tabela 12, indicando que o modelo ZCKGG

foi o mais adequado para a representação dos dados, visto que apresentou o menor valor

para o AIC (7.596,49). Além disso, a distribuição KGG possui suporte para função de risco

decrescente, conforme foi observado no comportamento do TTT-plot (Figura 21).

Diversos trabalhos que utilizam dados inflacionados de zeros ou com fração de cura

podem ser encontrados na literatura, como em Calsavara et al. (2019), onde são introduzi-

dos os modelos defectivos Gompertz e Gaussiana inversa com inflação de zeros e Moraes,

Previdelli e Silva (2021) apresentam uma modelagem para a fração de cura considerando

um modelo Weibull, sob a ótica Bayesiana, para dados de câncer de mama observados

entre 2004 e 2016 no Paraná, Brasil.
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Tabela 12 – Estimativas dos parâmetros das distribuições consideradas.

Distribuição (Parâmetros) Estimativas (Erro Padrão) AIC
ZCW(𝑝0,𝑝1,𝜏,𝛼) 0,015 0,747 0,435 989,606 7.641,44

(0,001) (0,020) (0,017) (1,438)

ZCBXII(𝑝0,𝑝1,𝜃,𝛼,𝛾) 0,013 0,567 1,202 1,466 0,028 7.650,73
(0,001) (0,039) (0,312) (0,153) (0,003)

ZCLN(𝑝0,𝑝1,𝜇,𝜎) 0,015 0,674 7,343 3,976 7.617,01
(0,002) (0,087) (1,168) (0,403)

ZCBW(𝑝0,𝑝1,𝜆,𝛼,𝛽,𝛾) 0,040 0,596 0,990 0,863 0,035 0,420 7.769,48
0,004 0,087 0,142 0,327 0,013 0,103

ZCKW(𝑝0,𝑝1,𝜏,𝛼,𝜆,𝜙) 0,015 0,725 0,411 0,081 1,524 0,018 7.631,06
(0,001) (0,052) (<0,001) (<0,001) (<0,001) (0,005)

ZCKGG(𝑝0,𝑝1,𝜏,𝛼,𝜆,𝜙,𝑘) 0,015 0,709 0,303 0,024 16,041 0,030 0,696 7.596,49
(0,002) (0,054) (0,004) (0,002) (0,005) (0,007) (0,003)

ZCKBXII(𝑝0,𝑝1,𝜆,𝛽,𝛼,𝛾,𝜃) 0,014 0,583 1,351 0,081 1,124 0,394 0,285 7.684,43
(0,002) (0,035) (0,160) (0,009) (0,090) (0,040) (0,056)

ZCEPWG(𝑝0,𝑝1,𝛼,𝛽,𝜆,𝛾) 0,015 0,646 0,104 1,291 0,0820 0,720 7.617,64
(0,002) (0,090) (0,040) (0,186) (0,402) (0,138)

Em especial, para dados de pacientes infectados com HIV, um exemplo de trabalho

utilizando fração de cura pode ser visto em Freitas et al. (2021), onde é apresentada uma

aplicação de um modelo de sobrevivência paramétrico Weibull Discreto Exponenciado com

fração de cura, por meio de abordagens frequentista e Bayesiana.

Algumas aplicações que utilizam ambas as abordagens podem ser vistas em Júnior,

Moreira e Louzada (2017) para dados de risco de crédito, em Souza et al. (2021) para

dados de câncer invasivo do colo de útero, entre outros

A partir da escolha da melhor distribuição para os dados, realizou-se uma comparação

entre a função de sobrevivência ajustada e empírica (via Kaplan-Meier), e também entre

os resíduos de Cox-Snell e a função de risco acumulada. A observação destas duas repre-

sentações gráficas indicam que o modelo ajustado está (satisfatoriamente) adequado para

descrever os dados abordados (Figura 22).

Para a construção do modelo de regressão ZCKGG, propusemos adicionar o vetor

de parâmetros (𝛽) associados às variáveis explicativas no parâmetro 𝜙, um dos quatro

parâmetros de forma (𝜏,𝜆,𝜙,𝑘) da distribuição. Desse modo, o modelo de regressão é
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Figura 22 – Comparação entre as curvas de sobrevivência empírica e ajustada, e compa-
ração entre os resíduos de Cox-Snell e função de risco acumulado, respecti-
vamente.

dado por:

𝑓(𝑡) = (1 − 𝑝0 − 𝑝1)
𝜆𝜙(𝑥′𝛽)𝜏

𝛼Γ(𝑘)

(︂
𝑡

𝛼

)︂𝑘𝜏−1
exp

[︂
−
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝜏]︂ {︂
𝛾1

[︂
𝑘,
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝜏]︂}︂𝜆−1

×
(︃

1 −
{︂

𝛾1

[︂
𝑘,
(︂

𝑡

𝛼

)︂𝜏]︂}︂𝜆
)︃𝜙(𝑥′𝛽)−1

,

em que 𝜙(𝑥′𝛽) = exp(𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + ... + 𝛽𝑝𝑥𝑝), que 𝑥𝑝 representa a p-ésima variável

explicativa.

Para construção do modelo de regressão, optou-se por remover as variáveis relacio-

nadas ao modo de infecção pelo vírus que fizeram parte do modelo indicado por Werle

(2021), devido a forte com relação com outras variáveis ou que não apresentaram me-

lhora no modelo de regressão paramétrico. As estimativas dos parâmetros do modelo de

regressão ZCKGG são apresentadas na Tabela 13.

Visando verificar a adequação das variáveis explicativas, separadamente, ao modelo

ZCKGG, comparações entre a curva de sobrevivência empírica (via Kaplan-Meier) e a

estimada via modelos de regressão foram construídas (Figura 23).

Para verificação da importância do parâmetro de fração de cura, um novo modelo de

regressão KGG (Kumaraswamy Gama Generalizada) foi construído, incorporando apenas
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Figura 23 – Comparações entre as curvas de Kaplan-Meier e a função de sobrevivência
estimada para cada modelo regressão, por variável explicativa.

a inflação de zeros (ZKGG), o qual as estimativas também são apresentadas na Tabela 13.

O valor do AIC é favorável, por ser o menor valor, ao modelo com a fração de cura (AIC =

7.582,45) em comparação ao segundo modelo (AIC = 7.887,34). Através da substituição

das estimativas nos parâmetros nos modelos de regressão, em ambos, o sexo feminino foi

associado à maior sobrevida, já a raça não branca e a escolaridade igual ou inferior a 8

anos foram associadas a diminuição da sobrevida.

Os efeitos das variáveis explicativas sexo, raça e escolaridade coincidem com os apre-

sentados pelo modelo de regressão de Cox apresentado por Müller e Borges (2020), para

dados de HIV/AIDS referentes à Região de Campos Gerais (PR), Brasil.

Considerando os valores do AIC podemos afirmar que há evidências que o modelo com

fração de cura é mais adequado para modelar esses dados, proporcionado dessa forma

uma estimativa da proporção de indivíduos que não irão vir a experimentar o evento de in-

teresse, interpretado pelo parâmetro 𝑝1. Dessa forma, segundo os modelos ZCKGG, com

e sem variáveis explicativas, a proporção de indivíduos que não irão a óbito por HIV/AIDS

no Estado do Mato Grosso do Sul são de, respectivamente, 63,16% e 70,90%. Acredita-se

que essa alta proporção deva-se aos avanços na medicina desenvolvidos para o trata-

mento de HIV/AIDS nas últimas décadas. Além disso, a utilização do parâmetro de fração

de cura para os dados abordados, como esperado, vai de encontro a alguns trabalhos na

literatura, como em Varshney et al. (2018) e Freitas et al. (2021).

Escolhido o melhor modelo de regressão (ZCKGG), foram construídos os resíduos de
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Tabela 13 – Estimativas dos parâmetros (e erro padrão) dos modelos de regressão.

Parâmetro Classe
Modelo

ZCKGG ZKGG
𝑝0 - 0,0151 0,0126

(0,0018) (0,0015)

𝑝1 - 0,6316 -
( 0,1431)

𝜏 - 0,1750 0,1657
(0,5138) (0,0152)

𝛼 - 0,8571 3,0047
(1,2255) (0,7987)

𝜆 - 5,0539 1,3489
(2,6459) (0,1364)

𝑘 - 1,0096 1,3963
(1,9157) (0,1529)

𝛽0 - -1,7556 -2,5603
(9,1419) (0,287)

𝛽1: Sexo Masculino - -
Feminino -0,3097 -1,8194

(0,1301) (0,1584)

𝛽2: Raça Branca - -
Não Branca 0,2442 0,2352

(0,1217) (0,0978)

𝛽3: Escolaridade (anos) > 8 - -
≤ 8 0,6916 0,5748

(0,1404) (0,1031)
AIC 7.582,74 7.887,34

Cox-Snell para verificação da qualidade do ajuste do modelo (Figura 24). Embora alguns

pontos tenham apresentado um comportamento diferente do esperado, a interpretação

gráfica dos resíduos indica um modelo aceitável devido a complexidade da modelagem.

O teste de Wald, construído via o pacote maxLik (HENNINGSEN; TOOMET, 2011),

para verificar a significância das variáveis explicativas presentes no modelo final, ao nível

de 5% de significância, cuja a hipótese nula é de que a estimativa do parâmetro é igual a

0, indica que apenas o intercepto (𝛽0) não foi marginalmente significativo entre as variáveis

explicativas do modelo de regressão ZCKGG (Tabela 14). Nesse modelo 𝛼 é o parâmetro

de escala e 𝜏 , 𝜆, 𝑘 e 𝜙(𝑥′𝛽) = exp{𝛽0 +𝛽1𝑥1 +𝛽2𝑥2 +𝛽3𝑥3} são responsáveis por modelar

a forma da função de sobrevivência.
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Figura 24 – Análise de resíduos de Cox-Snell para o modelo de regressão ZCKGG.

Tabela 14 – Teste de Wald para a significância das variáveis explicativas do modelo de
regressão ZCKGG.

Parâmetro Estatística do teste Valor 𝑝
𝛽0 -0,192 0,8477
𝛽1 -2,381 0,0173
𝛽2 2,007 0,0448
𝛽3 4,927 8,36 ×10−7

O parâmetro da inflação de zeros (𝑝0 = 0,0151) fornece a probabilidade (aproxima-

damente 1,51%) de que indivíduos apresentem o evento de interesse 0 semanas após o

diagnóstico.

O parâmetro da fração de cura (𝑝1 = 0,6316) indica que 63,86% da população em es-

tudo não experimentarão o evento de interesse. Possivelmente, essa alta proporção deve-

se ao fato de que os indivíduos mantiveram o tratamento corretamente após o diagnóstico

soropositivo para o HIV.

6.4 Conclusões

Dentre os modelos probabilísticos testados, a distribuição Kumaraswamy Gama Gene-

ralizada com fração de cura e inflação de zeros foi a mais adequada para representar os

dados. Além disso, as comparações entre os modelos de regressão com e sem o parâme-

tro de fração de cura, mostram que a presença da fração de cura resultou em um ajuste

melhor, corroborando com a curva de sobrevivência estimada via Kaplan-Meier.
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A identificação de grupos com menor tempo de sobrevida pode auxiliar em futuras

políticas de prevenção e diagnóstico precoce para esses grupos, visando impedir possíveis

mortes ou casos de evolução da infecção viral.
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Capítulo 7

Considerações finais e passos futuros

Esse trabalho apresentou algumas distribuições amplamente conhecidas na literatura,

além de algumas recentes, bem suas funções no contexto de análise de sobrevivência,

além de uma breve introdução sobre as abordagens Bayesianas no Capitulo 2.

No Capítulo 3 foi apresentada uma aplicação ao conjunto de dados de HIV/AIDS para

o Estado do Mato Grosso do Sul, Brasil, observados entre 2009 e 2018, utilizando técnicas

paramétricas para a verificação do melhor modelo, dentre os apresentados, e após isso,

foram construídos e comparados os modelos Bayesianos para o melhor modelo probabi-

lístico (Log-Normal) e o modelo padrão de análise de sobrevivência (Weibull). Verificou-se

pela análise de resíduos que ambos não apresentaram um ajuste adequado aos dados,

discutindo-se sobre a necessidade da inclusão das variáveis explicativas ou da utilização

de distribuições mais flexíveis.

No Capítulo 4 foi verificado novamente qual o melhor modelo para o ajuste aos da-

dos, após todas as observações perdidas das variáveis explicativas serem removidas, e

construídos os modelos de regressão, frequentista e Bayesiano, para o melhor modelo

(Log-Normal). Verificou-se que ambos modelos tiveram ajustes similares e as análises de

resíduos apresentaram resultados satisfatórios. Por meio das estimativas dos parâmetros,

foi realizada uma comparação dos tempos de sobrevida medianos, e desse modo, permi-

tindo discutir-se a necessidade de políticas de prevenção e diagnóstico precoce focadas

em grupos com um menor tempo mediano de sobrevida.

Ao comparar algumas distribuições de probabilidade, tanto conhecidas na literatura

quanto descobertas mais recentemente, verificou-se que a distribuição Kumaraswamy Gama

Generalizada (KGG) teve o ajuste mais adequado para os dados em questão (Capítulo 5).

Em uma outra análise, forma inseridos parâmetros para modelar a inflação de zeros e fra-
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ção de cura nos dados, e novamente, a distribuição Kumaraswamy Gama Generalizada

(ZCKGG) foi selecionada. Um modelo de regressão foi construído para esta distribuição,

onde foi observado que o sexo feminino foi associado ao aumento da sobrevida, e que raça

não branca e escolaridade igual ou inferior a oito anos foram associados à diminuição do

tempo de sobrevida (Capítulo 6).

Pesquisas futuras podem proporcionar ajustes de modelos de regressão ZCKGG com

as variáveis explicativas em outros parâmetros de forma, além de construir modelos Baye-

sianos para verificar a concordância com os modelos frequentistas.
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APÊNDICE A

Modelos estatísticos para análise de

sobrevivência de pacientes com HIV/AIDS

desconsiderando censuras

Durante as análises feitas no Capítulo 5, considerou-se verificar se a remoção de pa-

cientes que não apresentaram o evento de interesse desde a entrada no estudo (3.651

dias, ou 521,57 semanas), apresentaria uma melhor qualidade nos ajustes. A Tabela 15

apresenta as estimativas dos parâmetros dos modelos, em que novamente o modelo KGG

foi o melhor. Entretanto as Figuras 25 (comparação entre os resultados do modelo e as

estimativas de Kaplan-Meier) e 26 (análise de resíduos de Cox-Snell para o modelo KGG)

indicam que a remoção dessas observações resultou na piora da qualidade dos modelos.
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Figura 25 – Comparações entre as estimativas de Kaplan-Meier e valores preditos para os
modelos probabilísticos sem as observações com 521,57 semanas.
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Figura 26 – Resíduos de Cox-Snell para a distribuição KGG considerando os dados sem
observações com 521,57 semanas.
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APÊNDICE B

Principais códigos em R

Códigos em R para a função de densidade de probabilidade, função de sobrevivência

e do logaritmo da função de verosimilhança obtenção das estimativas do modelo KGG

(Capítulo 5).

library( flexsurv ); library(maxLik)

fkumgg = function(t, tau , alpha , k, lambda , phi)
{
gr = pgengamma .orig(t, shape = tau , scale = alpha , k = k)
dens = (( lambda*phi*tau)/(alpha*gamma(k)))*(t/alpha )^( tau*k -1)*
exp(-(t/alpha )^ tau)*(gr )^( lambda -1)*(1-(gr)^ lambda )^(phi -1)
return(dens)
}

Skumgg = function(t, tau , alpha , k, lambda , phi)
{
gr = pgengamma .orig(t, shape=tau , scale=alpha , k=k)
st = (1-gr^lambda )^ phi
return(st)
}
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Lkumgg = function(par)
{
tau = par [1]
alpha = par [2]
k = par [3]
lambda = par [4]
phi = par [5]

if(par [1] <=0) return(-Inf)
if(par [2] <=0) return(-Inf)
if(par [3] <=0) return(-Inf)
if(par [4] <=0) return(-Inf)
if(par [5] <=0) return(-Inf)

A = cen*log(fkumgg(t,tau ,alpha ,k,lambda ,phi ))
B = (1-cen)*log(( Skumgg(t,tau ,alpha ,k,lambda ,phi )))
L = exp(A+B)
logL = sum(log(L))

if(is.na(logL )== TRUE ){ return(-Inf )} else{return(logL )}
}
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Código em R para obtenção das estimativas do modelo ZCKGG (Capítulo 6).

Lkumggcom0cura = function(par)
{
p0 = par [1]
tau = par [2]
alpha = par [3]
k = par [4]
lambda = par [5]
phi = par [6]
fc = par [7]
if(par [1] <=0) return(-Inf)
if(par [2] <=0) return(-Inf)
if(par [3] <=0) return(-Inf)
if(par [4] <=0) return(-Inf)
if(par [5] <=0) return(-Inf)
if(par [6] <=0) return(-Inf)
if(par [7] <=0) return(-Inf)
if(par [1]+ par [7] >1) return(-Inf)
gr = pgengamma .orig(t, shape=tau , scale=alpha , k=k)
dens = (( lambda*phi*tau)/(alpha*gamma(k)))*(t/alpha )^( tau*k -1)*
exp(-(t/alpha )^ tau)*(gr )^( lambda -1)*(1-(gr)^ lambda )^(phi -1)
res = dens*(1-p0 -fc)
res[which(t==0)] = p0
f0 = res
gr = pgengamma .orig(t, shape=tau , scale=alpha , k=k)
st = (1-gr^lambda )^ phi
S0 = fc+(1-p0 -fc)*st
L = ((f0)^ cen*(S0 )^(1 - cen ))
logL = sum(log(L))
if(is.na(logL )== TRUE ){ return(-Inf )} else{return(logL )}
}
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